和 文登 教育 yy 


Wendeng Education 理工 社 ” 


(理工 类 ) 


右 俩 家 子 
感 浏 集 炊 与 水 平 测 所 


网 络 增值 版 


增值 服务 网 址 Www,wendenesonline.com 


TN 陈 文 灯 黄 先 开 让 纺 
本 娜 副 主 纺 
”。。。 关 于 答疑 请 登录 : wwwwendengonlinecom。 
* 提示 出 题 规律 ， 提 代 角 技巧 
。 建议 与 “复习 指南 同 步 使 用 效果 更 佳 | 


IO 北京 理工 大 学 出 版 社 


BEIJING INSTITUTE OF TECHNOLOGY PRESS 


责任 编辑 : 高 芳 
封面 设计 : 


妃 | 陈 文 灯 ”中央 财经 大 学 教授 ,北京 文登 学 校 校长 。 原 中 央 
凡 和 | 财经 大 学 数学 系 主任 ， 北 京 数 学 学 会 理事 。 在 教学 和 科研 上 成 


-| 果 卓 著 ，2000 年 获得 “特殊 贡献 奖 ”， 享 受 国务 院 特殊 津贴 ， 
如 于 | 在 考研 学 子 和 同仁 中 有 口 皆 碑 。 


总 结 最 独到 讲解 最 系统 十 年 点 评 ， 总 结 规律 ; 


考点 线路 ， 按 图 索 骏 ; 
分 值 比重 ， 题 型 清晰 ; 


思路 分 析 ， 详 解 精 细 ; 
技巧 评注 ， 总 结对 比 ; 
把 握 命 题 ， 考场 无 敌 ! 


冲刺 阶段 制胜 宝 


冲刺 加 速 ， 
查 缺 补漏 ， 
大 岗 考点 ， 
应 丁 解 牛 ， 
温 故 知 新 ， 
金榜 题名 ， 


历年 真题 ; 
十 套 模 拟 ; 
命题 规律 ; 
解析 精辟 ; 
题 题 珍惜 ; 
再 创 佳 绩 ! 


理工 社 网 址 : http://www.bitpress.com.cn 
答疑 论坛 : http://bbs.wendengonline.com 


， 椒 拟 十 土 


ISBN 978-7-5640-9803-2 
787564 098032 > 


定价 : 43.80 元 


be 


增值 服务 网 址 www.wendengonline.com 


陈 文 灯 黄 先 开 3 
本 娜 副 主 编 


编 


人 


版 权 专 有 ”侵权 必 究 


图 书 在 版 编目 (CIP) 数 据 


考研 数学 题 型 集 粹 与 水 平 测试 :理工 类 / 陈 文 灯 , 黄 先 开 主编 . 一 北京 :北京 理工 大 学 出 版 社 ， 
2014. 10 
ISBN 978 一 7 一 5640 -9803 一 2 


IL @ 考 “… 由 @ 陈 … 四 黄 … 轩 . 四 高 等 数学 二 研究 后 一 和 学 考试 -题解 MM. O013 一 44 


中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2014) 第 225405 号 


出 版 发 行 / 北京 理工 大 学 出 版 社 有 限 责 任 公司 

社  ” 址 /北京 市 海淀 区 中 关 村 南大 街 5 号 

邮 编 / 100081 

电 话 / (010)68914775( 总 编 室 ) 
82562903( 教 材 售 后 服务 热线 ) 
68948351( 其 他 图 书 服务 热线 ) 


网 址 / http://www. bitpress. com. cn 

经 销 / 全 国 各 地 新 华 书店 

印 刷 / 北京 文良 精锐 印刷 有 限 责任 公司 

开 本 / 787 上 毫米 X1092 毫米 1/16 

印张 /20.5 责任 编辑 / 高 ” 芳 
字 ” 数 / 500 千 字 文案 编辑 / 胡 ” 莹 
版 次 /2014 年 10 月 第 1 版 2014 年 10 月 第 1 次 印刷 责任 校对 / 周 瑞 红 
定 1 价 W 43:80 元 责任 印 制 / 边 心 超 


图 书 出 现 印 装 质量 问题 ,请 拨打 售后 服务 热线 ,本 社 负责 调换 


Be 2 
用 二 
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(1) 重 点 突出 。 本 书 针 对 “考纲 ”要求 重点 掌握 的 概念 ` 公 式 、 定 理 , 通 过 题 型 的 
形式 予以 强化 ,同时 ,指出 解 题 的 方法 和 技巧 ,尤其 是 读者 感到 比较 难 理解 和 掌握 
的 问题 , 按 本 书 所 指 的 思路 方法 去 分 析 将 会 迎刃而解 。 
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一 \ 有关 函数 概念 的 题 型 


| 题 型 了 ”判别 函数 的 等 价 性 


【 例 1.1】 设 limf(z) 存在 , 且 f(x) 二 十 2z limf(z), 则 与 x) 等 价 的 函数 是 】 
(A)y = | i do (B)y = | — md 


(C)y = Jf cnaz. (D)y = em 9. 
【 解 】 设 limf(zx) 一 LM fz) S22 
两 边 取 x 一 1 时 的 极限 ,得 上 一 工 十 21 > = 一 1 二 f(2) = 六 一 2z. 
CA 3 一 必 与 f(z) 的 对 应 关系 不 同 . 


| 
(B)y = (C2 2 = 人 


(C)y = f(z) 十 C= 二 x 一 2x 十 C 与 f(zx) 对 应 关系 不 同 . 
(D)y 二 e"* 中 ,定义 域 t 二 0 或 zx 守 2, 与 f(x) 定义 域 不 同 , 故 (B) 人 选 ,实际 做 
题 时 不 必 像 以 上 那样 处 理 , 求 出 f(x) 的 表达 式 后 一 眼 即 可 看 出 (B) 入 选 . 


题 型 五” 利用 函数 表示 法 与 用 什么 字母 表示 无 关 的 特性 求解 f(z) 的 表达 式 


【 解 题 提示 】 一 种 是 所 谓 “ 凑 法 ”一 一 将 给 出 的 表达 式 凑 成 对 应 符号 f( ) 内 的 中 间 变 
量 的 表达 形式 ， 然后 用 “无 关 特 性 ” 即 可 得 出 /(ZX) 的 表达 式 . 另 一 种 方法 是 先 作 变量 蔡 换 再 用 
“无 关 特性 ”， 然后 通过 联 立 方程 得 出 f(x) 的 表达 式 . 多 元 函数 也 可 以 用 这 两 种 方法 处 理 : 


【 例 1. 2】 求解 以 下 各 小 题 中 f(z) 的 表达 式 : 


CD7(z 十 二 )= /吉大 去 +LH+sin( 司 十 点 i )+2,1z1> 1. 


(2) f(sin’ x) = cos2z .tan zr0 和 1. 
【 解 】 CDy(z+ 二 ) 一 (z1 1) 1+sin| (z+ 二 ) -=21+2, 


| 
1 


一 1 =1 一 2sin?:x 十 -一 1， 
1 sm 艺 


(2) f(sin’z) = 1 —2sin’ zi 
co x 


故 f(z) 一 一 2z 十 [一 ，0<<z 二 1 


【 例 1 3] 设 rz) 满 是 方程 :af (x) +6f (3 )= 六 | | 天 | ,未 FD 


【 解 】 令 : = 一 二 , 则 z = 一 二 ,于 是 原 方程 变 为 ”bio) 十 of (一 十) 一 sin 士 ， 
由 “无 关 特 性 ”得 Wi) af 二 )= 一 加 二 
二 (二 不仁 : 

解 联 立 方程 组 


一 二 二 


和 


J 


Bf (2) + af (= 
了 | 1 1 
得 “六 ao 本 (asinz + bsin 二 


【 例 1. 4】 设 了 (十 了 , 宕 )= x os(zy) i; 求 成 二 7 


= = u = "Wo | 
人 5 3 I iFo 

, te uu \? uv ~ WU(l—v) Uv 

fl(usv) = [i 全 二 cos oy i + cos eT da 


a a 
故 Me i > (yA) 


一 函数 的 性 质 


| 题 型 下 ”函数 奇偶 性 的 判别 | 


:“【 解 题 提示 】 判别 函数 坷 偶 性 的 方法 :GD 主要 依据 奇偶 性 的 定义 , 有 时 地 用 其 运算 性 质 
( 奇 函数 的 代数 和 仍 为 奇 函 裁 ; 偶 函 数 的 代数 和 仍 为 偶 函 数 ; 偶 函 数 之 积 为 偶 函 数 ; -偶数 个 奇 函 ; 
教之 积 为 偶 男 数 ;一 个 奇 函 就 与 一 个 偶 通 教之 积 为 厅 通 圳 ). @f(z)+ 了 (一 2) 二 0 是 判别 J(z) 
为 奇 函 数 的 有 效 方法 . @ 函数 的 奇偶 性 是 相对 于 对 称 区 间 而 言 的 ,车 函数 的 定义 城关 于 原 ， 点 
不 对 称 , 则 通 数 就 无 奇偶 性 可 言 . 


【 例 1.5】 判别 下 列 函 数 的 奇偶 性 : 

(DE(z) = | fear, 其 中 f(z) 为 连续 的 偶 函 数 . 

WF) = f(z)+| [| ro ju, 其 中 f(z) 是 连续 的 奇 函 数 . 

(3) F(z) = (二 一 十 喜 )f(2), 其 中 a 之 0sa 关 1,f(z) 在 (一 oo, 十 oo) 上 有 
定义 ; 且 对 任何 zx,y 恒 有 f(x 十 y) = f(x) f(y). 
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TD 到 (但 琶 合作 邮 Gia | < ) Cd) -| aya 
【 解 ( 基 se t Ly u ) 一 册页 数 MA us, 


因为 “F(x) 二 F(z) 二 | Da 一 | fa 
所 以 ”F(zx) 为 奇 函数 . 

cay fy +| [oa la, 0 
六 = fC +| [fcr au, 加 
因为 f(z) 为 奇 函 数 , 所 以 f(x) 十 f( 一 x) = 0， @ 
又 因为 [i /Dd |du 3 | emeao -=| fa du ® 
由 加 ,加 ,@, 由 得 


By ’ [rea —| fa jd 要 [| fdarau 办 


故 F(x) 为 奇 函 数 . 


(3) 令 g(xz) = = 


1 ls dl 
2 d= ee 


| 
所 以 SCzr) 为 奇 函 数 . 
又 因为 ”f(z 十 二 f(z) 十 fyY), 令 y= 二 0, 得 fz) 二 fz) 十 f00) 全 f(0) 三 0 
尺 刀 熬 光 0 宇 -ff(0) 二 uf[ 于 C2D] = 天 zz) 币 所 这 关 
所 以 ”f(x) 为 奇 函 数 . 
故 ”F(x) = g(x) f(x) 为 偶 函 数 . 


求解 给 定 函 数 的 周期 或 周期 性 证 明 | 


【 例 1.6】 设 f(x) 是 以 > 0 为 周期 的 函数 ,证 明 f(az)(a > 0) 是 以 二 为 周期 的 函数 . 
【证 〗 令 F(x) = f(az), 由 于 
PX WN a 因为 工 是 了 
F{z 二 工 )= ha (sti )|= far+ 7) Se a) = CD, 


故 二 是 f(ar) 的 周期 . 


【〖 例 1.7】 设 函 数 y = f(x),x € (一 ceo, 十 co) 的 图 形 关 于 x 二 a,zx = 二 5 均 对 称 (a 关 5)， 
求证 :y = f(x) 是 周期 函数 ,并 求 其 周期 . 
【证 】 由 题 设 有 f(a 十 x) = f(a 一 x),f(B 二 2X) =f(6— x), 
于 是 ,f(x) = /La 十 (zz 一 四] = fla—(x—a)]= f(2a—zx) = flb+i (2a—zx—06)] 
= f[6— (2a—zx—6b)]= FLz 十 2(0 一 C)]， 
故 f(x) 是 周期 函数 ,其 周期 TT 二 2(b 一 a). 


【 解 题 提示 】 车 没有 言明 函数 /(x) 可 导 , 则 用 单调 性 定义 判别 ;车 言明 函数 f(z) 了 2 
; 则 利用 函数 的 一 阶 导 数 判 别 . 


【 例 1.8】〗 设 函 数 /xz) 在 La,o] 上 连续 , 且 了 (xz) 单调 增加 ,证 明 FF(x) = | fa 在 
(a,b) 内 单调 增加 . 


673 dC me 7od+ 妇 2 = 一 | dt 十 | dt 
= a 7 


《元 
_ fmf0) 
(ra) 
因为 (z 二 a》 三 0 且 f(x) 单调 上 上 上升 3 当 广 > 2 让 (2) -0 10， 
所 以 F(z) 三 0, 故 F(z) 在 (a,b) 内 单调 增加 . 


| 题 型 ”函数 有 界 性 的 判别 | 


【 解 题 提示 】 证 明 或 判别 函数 有 界 性 的 思路 : 

(1) 利用 有 界 性 定义 ; 

(2) 闭 区 间 上 连续 函数 的 有 界 性 ; 

(3) 有 极限 数列 必 有 界 ; 

(4)x 一 zo 时 有 极限 的 函数 f(x) 在 zo 的 充分 小 邻 域 中 必 有 界 . 


【 例 1.9】 设 函 数 /(z) 在 La, 十 吕 ) 上 连续 , 且 lim 了 (x) 二 4(1 为 有 限 数 ), 试 证 :了 (x) 在 
[a, 十 ss) 上 有 界 ; 


【证 】 因为 lim f(x) = 4， 所 以 对 于 取 s 三 人 习 受 用 0 当 工 盖 和 时 , 恒 有 


dt. 


| Ce < 


a ll fo oll)< -人 ， 
即 1f(z) | 二 六 121， 


因为 f(z) 在 La;X] 上 连续 ,由 闭 区 间 上 连续 函数 有 界 性 ,可 知 3S, 使 | f(x) | 去 
Sy EE Es Rd: 


取 M = max| S, 辽 1 网 VEE [a 二 06) 恒 关 | XC [WL 
即 函 数 f(x) 在 [a, 十 so). 上 有 界 ， 

【 例 1.10】 试 证 f(z) 一 e “| ver di 在 (一 oo, 十 9) 上 有 界 . 

〖 证 】 令 g(z) = [ie ae, 
因为 G3) 三 | ee dr 一 到 区 Gdz) = | ue au, 


所 以 ”g(x) 为 偶 函 数 . 因此 f(x) = eg(x) 也 为 偶 函 数 ,所 以 只 需 证 明 f(x) 在 
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[0, 十 se) 上 有 界 即 可 . 


2 
J dz 六 
国 寺 I i 


-十 co 于 9 作 元 名 2 


所 以 取 e 一 方 '3X>0, 当 xzE€ [六 ,十 co) 时 ,有 


| re 一 去 | < 去， BW ~ 02 Rt) a 


又 f(x) 在 [0,X] 上 连续 ,于 是 ,31 二 0, 使 对 VYzxE€ L0,Xj, 恒 有 0 f(x) 委 取 
M= 王 max{1,/), 则 VYVzeE[0, 十 co), 有 0 科 7Gz) 委 M. 同 理 可 证 (一 ,0] 的 情形 ， 
故 f(x) 在 (一 ce, 十 ce) 上 有 界 . 


【 解 题 提示 】 将 两 个 或 两 个 以 上 函数 进行 复合 ,通常 有 三 种 方法 : 代入 法 (适用 于 初等 函 ; 


数 的 复合 )， 分 析 法 (适用 于 初等 函数 与 分 段 函 数 的 复合 ,或 两 分 段 函 数 的 复合 )， 图 示 法 (适用 


ee ES Oi 
【 合 站 11 设 fdz) 一 这 一, 求 /EFC es] 5 册 
1 wy 
SW a i Fl 3 
= zx) 
1 2 
开 ul le | NY 人 ea 1 
REE je ll F(z) 1 1 a TCD) 
> 人 
【 例 1.12】〗 设 广 (z) 三 f(f ), 若 f(x) = -7 二, 求 jmsin[ 记 (7)] 
本 了 < EYE 
(7) = f[Lf(z)] = = EE 
I a LD a 1+( TF) J 
时 户 (z) z 
i 
Far TE TTA | 
于 是 lim Vnsin[f, Cy | Se lmVnsin 万 一 eT 
fp Ms sd /2 0 
【 例 1. 13】 设 /0D 一 | WE $8 i ne FL 


【 解 】 用 分 析 法 求解 . 所 谓 分 析 法 就 是 抓 住 最 外 层 函 数 定义 域 的 各 区 间 段 ,结合 中 间 变 量 
的 表达 式 及 中 间 变 量 的 定义 域 进行 分 析 , 从 而 得 出 复合 函数 的 方法 . 


0 Cry 
二 
HCE) wry 1 


CTY 当 g(x) 二 1 时 ， 


或 x 过 0,g(z) +2<1,m| | 
9H 3 . Er a 一 也 SR 
> pz a | 
元 320 
或 z 之 0,g(z) 一 三 一 1 过 1, 即 | 区 S| 0 
Ea < 
(C2 当 g(x) 宇 1 时， 
Ey 
或 z 之 0,g(z) 一 + 十 2 之 1, 即 | = 0 
-3 
y=:0 
谍 DD = ps 
多 
eal ls 
E24 一 和 -< 


综 上 所 述 , 有 fLg(z)] EE 二 Ea 


22 一 1 MN 
E 1 :让 了 | 
【〖 例 1.14】 设 f(x) = (T+| | Ee 0’ 求 flLoCz)]. 
Ww 
【 解 】 图 示 法 的 解 题 程序 :1 画 出 中 间 变 量 w = g(x) 的 图 像 ;2 将 
> 三 f(w) 的 分 界 点 在 xOu 坐标 面 上 画 出 (这 是 若 于 条 平行 于 
z 轴 的 直线 ) ;3" 写 出 之 在 不 同 区 间 上 > 所 对 应 的 变化 区 间 ; 
4 将 3 ”所 得 结果 代入 y = jz) 中 便 得 复合 函数 y = 
FLpCz) ] 的 表达 式 及 相应 zx 的 变化 区 间 . 


FgG)] = Lp) 十 | plz) |], Cx) 


作出 w = g(z) 的 图 像 ,如 图 1. 1 所 示 , 以 及 Ke) 一 地 (ut| 


& |) 的 分 界 点 & 三 0 ”(zOu 平面 上 的 xz 轴 ). 
2 的 
GO (0) 

; ER 二 
将 以 上 所 得 结果 代入 (x*) 式 ,得 f[g(x)J = a 
32 极限 


一 、 数 列 的 极限 


| 题 型 [已 知 数列 的 前 几 项 数值 及 通 项 的 表达 式 , 求 数列 的 极限 | 


， ”【 解 题 提示 】 或 者 利用 单调 有 界 数 列 必 有 极限 定理 求解 (求解 程序 :@ 判断 极限 的 存在 
和 有 看 性 , 它 直 可 用 半 芝 约法 攻 不 革 坟 的 六 纺 和: :加 先 人 limz, 一 ,然后 通过 解 关于 4 的 六 
: 程 , 求 得 /的 值 ,从 而 得 极限 limx,). 或 者 利 用 数列 极限 的 定义 求解 ( 先 令 Jimz， ~ 14， 然后 在 通 
项 的 两 边 取 极限 得 出 / 的 数值 ,再 证 limz, 的 存在 性 . 此 步 通常 是 利用 | x, 一 /| 的 逐步 放大 而 
得 出 其 小 于 一 个 无 穷 小 量 ). 


【 例 1. 15] 设 古 = 2 2 | Aya = 2 十 三 , 求 limz,. 


【 解 】 令 limz, 一 4 在 zr 一 2 十 二 的 两 边 取 n 一 co 时 的 极限 


=>1 一 2 十 地 = P21=0 = /= 1+/, 


因为 由 题 设 可 知 zi 一 2 十 二 | 


a 1 1 1 1 
(tr | 上 = 二 | 

= 

En 

ZL 一 /| Ixz > 一 上 | 
= < /4 

ws | | 7 | ee 
a 
A eo 
Ta Si My 


因为 ”lim 交 地 一 0 所 以 limf#+ 人 一 9 
故 [Baw S21. 


【〖 例 1.16】 设 z 一 1,z 一 1 二 ji a = 人 -, 求 jimav 
区 二 在 二 1 二 3 - 的 两 边 取 ”~ = 时 的 极限 “ww 


要 ar 一 1 十 二 14+/5 
一 1 /一 1 二 /0 过 l= 者 来 ,由 题 设 可 知 ! 一 es 


以 下 证 明 limz, 存在 : 


了 二 站 P| l 
1 (Et 二) 
区 让 生 a IW; 二 寺 同 | 
re 
J 
Tr ; 


i a 


L vj 
有 sp -一 Gs 
因为 lim a 0 所 以 lim(z 0) 


故 limz, 三 
【 另 解 】 由 题 设 可 知 0 (n= 1 
— XT! 三 3 -一 一 C2! 
a ee re > Ei: 


设 er OD , 则 
| 


Se 人 a pe 


Tn Trl 0 


re 
故 {z,} 单调 增加 . 


因为 x, = = I (因为 ,i 之 0) < 二 2 所 以 { 云 有 界 ， 


故 limz, 存在 . 设 其 为 4, 于 是 


TEA 


] 通 志 三 lim (1 平 


故 limzx, 一 i 


[全 证 变 志 三 二 ( ,十 对 ) ,其 中 @> 0z > 0, 求 limz,. 


【证 】 因为 zm 一 到 ( 运 十 全)> 二 
Wn 


又 因为 避 * 一 去 (1 十 鼻 )<< 译 (1 二 区 7) 一 汪 所 以 tz,) 单 尖 ， 


故 limz, 存在 , 令 limz, 二 1, 则 由 
1 i Ny /a a 
i 3 


故 limz; 二 Va. 
@ 单调 数列 的 极限 既 可 用 极限 定义 法 ,又 可 用 单调 有 界 数 列 必 有 极限 的 定理 去 求解 . 车 
数列 不 单调 则 只 能 用 极限 的 定义 法 . 
| 题 型 ”求解 x 一 ce 时 ,项 和 的 极限 | 


。”【 解 题 提示 】 方法 有 :CD 特殊 级 数 求 和 法 . @ 利用 第 级 数 求 和 法 . @) 利用 定 积分 定义 求 
极限 . 加 利用 夹 台 定理 . : 
: es 


的 极限 ; 若 教 列 的 各 项 虽 可 提出 一 个 因子 二 ,而 剩余 的 不 能 用 一 个 通 式 表示 ,但 其 各 项 是 按 遂 
增 或 递减 排列 的 , 则 用 夹 通 定理 求 极限 . 


第 一 章 守 瑶 数 . 极限 “连续 


【 例 1. 18 了 站 


tin (7 LE 有 
Vn+1 Rs a 二 


L n 7 n 
(2) lim (十 和 上 汪 主 吉 二 十 二 二 未 帮 
1/n /ny nin 
i 
和 en se 71 时 


(3) lim FA 
Bs 


【 解 】 (1) 因为 每 一 项 中 提出 二 后 ,剩余 各 项 不 能 用 一 个 通 项 表示 出 来 . 因此 不 能 用 定 积 
分 定义 求解 . 


n 1 | | nn 
一 一 一 志 一 -一 一 十 十 … 十 一 一 S| 一 二 -了 dp (100)， 
i 十 2 re nn 十 1 

1 | 

en 

可 lm (和 VT Va 


oe ed 


1 <— 


1 


1 
加 这 = pe 
= | ET arctanz we arctanl 一 二 
nn pp 2 天 n 
CY CO We CD 
nt 五 汉江 ] 1 | 
” 于 十 可 
hl se L= 1 
时 | SR 
因为 lim 二 二 和 2 (oY = i 1 > (27) i 
‘ 8 i 1 
lm 2 (24) 3 = | r= 
2 2 2 
于 二 二 
+ ls i - 
2 n 
【 例 1. 19】 求 im 一 二 
让 i 
77 
1 se 1 1 
【 解 】 之 RE 7 
元 
2 .2 > 2 
因为 < < 
a 1 二 理 1 1 中 1 1 
所 以 3 se 一 一 ss 
a 到 A sl 0 n 
n nr: n 
型 1 1 La ] 1 1 ] 
又 因为 2 Cia 和 
a 1+ 全 7 ne i n [二 她 二 也 n 
n 


dr 二 lm 


= =| 二 | 
a nh | 
nn 


， 所 1 | = 
lim 2 ne 栅 局 本 限 半 |- 芝 


: ”【 解 题 提 示 】 解法 有 :(1) 分 子 , 分 母 同 乘 以 一 个 因子 ,使 之 出 现 连锁 反应 ;(2) 拆 通 项 、 分 
解 因 式 使 之 成 为 两 因子 乘积 形式 ,在 整个 相 乘 过 程 中 中 间 项 相 消 ， 从 而 化 简 为 易 求 极限 ;(3) 
.利用 夹 明 定理;(4) 利用 对 数 恒等式 化 为 nn 项 和 的 形式 . 


【 例 1. 20] Pe 
3—1,.3—1...m—l | 于 
Bl 1 tl a 


人 加 [ 人 二 更 )(G 十 于) 人 十 严 ) 人 (二 一 )] 


k—1 她 十 & 十 1 
CD 因为 后 于 一 十 1 外 一 上 十 1 


(ID lim > 


2 | 
又 I[ 疆 +- “i 代 香 车 二 一 3 : 


i 于 二 过 
所 以 原 极限 = lim 5 二 1 二 Se 


COO i 3 22 人 1。3 52n 1 (nil) .6.2n): 
3 "5 去 全 3 (RN IY de 0D 


1 a a 1 
(人 2 


1 
又 因为 1 
mV 


故 由 夹 逼 定理 ， ET = 0. : 
(3) 取 对 数 得 二 | In (1+ 瑟 ) 上 Im 人 (1 十 和 =) - .十 ja(1 十 到 和 Din(1+ 襄 ) 二 ， 
i 


二 0， 


一 2f 2 de 
0 TD 


cc 


= ln2 i os)dz = 


故 原 极限 -一 /2 -一 ein 。BaGe712 = DEC 


E90 


题 型 W ” 通 项 为 积分 形式 的 数列 的 极限 | 


【 解 题 提示 】 注意 : 一 般 地 lim| 了/， (zx)dz a [limf, (z) Jdz; 求解 lim| 了 (ZJ 的 方 


法 :1) 利用 不 等 式 放 缩 法 对 了 ss f(z)dx 进 行 估 值 ,再 用 夹 电 定理 求 极限 . (2) 利 用 积分 中 
HE 


【 例 1. 21】 En 


ec .ll: os2s 
CH lim :| dz (C23 lim|. sin”"zdz. (3) lim 机 和 dt. 
【 解 】 (1) 因为 在 [0,1] 上 ,z" >> 0, 且 连续， 
， 1 | =a Zt! 1 Ea 1 全 
所 以 0 之 | 1 于 -dz 一 1 十 Ee 二 生生 7 十 Ilj。 1+é 7 十 1 


其 中 0 之 6 之 1, 族 se i 
(2) | simzdz 一 | simzdz +| sinzdz， 其 中 s 二 0 为 任意 正 数 ， 
0 0 放 
nx 


而 | 0 过 | sinmzdz sine| “dz = (入 A sjsin'e < 7 sink;s 
0 9 


其 中 0 二 6 过 了 一 6; 由 于 0 过 siné 之 1, 所 以 lim sin 一 0. 


又 0<[，sinzdz<<|，dz 一 于 一 (于 一 e)=e, 所 以 lim Sinzd# 二 0， 
入 = P= No FE 


故 lim et 0. 


n>ooy0 


《3 因为” cos2z 二 1 六 (2 十 ob) ,所 以 1 一 2# 过 cos2t 志 1, 于 是 


! 工 一 2 1 cos2t 
b 42? dq<|, 4 下 da<|, re 


1 
一 二 下 ‘wd| 59s21qi < 一 工 十 于 ,两 边 同 乘 以 二 ,得 
4 4 i 47r 4 n 
Be sq de 1 rat | 1 
dn Rh 二 A 


央 为 二 ( 十 本 十 -3 sl 


所 以 lim is cs di 


| 题 型 了 乔 用 于 序列 的 极限 与 而 数 的 极限 等 入 定 吾 , 求 数列 极限 


: 【 解 题 提 示 】〗 将 序列 中 的 自然 数 n 换 成 连续 变量 x, 求 出 形式 相同 的 函数 的 极限 , 即 得 数 ; 
': 列 的 极限 . : 


【 例 1. 22】 求 下 列 极限 ; 


第 一 篇 ， 高 等 数学 


(1) limi Wn (Vn = 1), (2) lim (nsin 二 ) 
工 有 二 0 
【 解 】 (1) 因为 lim Wx (Wx 一 1 三 lim En 
工 -中 re Tx 0 
, 是 
去 jw = 
一 lim 宇 = = lim -天 三 0， 
T+ TY -= 十 EZ rt fx 


所 以 lim Vn (Vn — 1) = 0. 


in 


] 爸 志 = — —sinu— 1 ; 
1 SID2 
lim x (下 二 一) lim 和 全 
让 还 | 2 
nh COSZ— 1 di sinu 
lim - lim En 
u-=01 3u ao 6 
2 2 
NY 和 1 ve cz 1 n 1 
所 以 ”lim (zsin | 一 ee 获 lim (nsin 村] 一 @ 5, 


【 解 题 提 示 】 求解 下 型 极限 的 方法 : 
(1) 通过 因 式 分 解 或 根 式 有 理化 消去 零 因子 ,然后 用 连续 函数 的 性 质 求 极限 ; 
(2) 利用 等 价 无 穷 小 和 泰勒 公式 求 极限 ; 

(3) 利用 洛 毕 达 法 则 求 极限 (这 是 求人 型 极限 最 有 效 的 方法 ) 

(4) 利用 变量 替换 (通常 是 令 工 一 二 或 一 三 ). 


【 例 1. 23】 求 下 列 极 限 : 
Ds mr bt, 


20 e—1 


~ | 二 


(lim LE EY 
rl (一 画 关 
(3) lim ln(1 十 Vz 一 二 
1 arcsin AAA 天 一 】 
. Mn(sin es 二 二 
In(x’: 十 E=7 一 27z” 
【 解 】 (1) 将 根 式 有 理化 ,于 是 有 


Se 2tan 工 
原 权 六 二 全 一 一 一 一 人 一 
0 (er 一 1)(VIL 填 tanz 十 V1 一 tanzx》 


i2 
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由 等 价 无 穷 小 2 Ee 
代 换 ro rl 二 tanz + V1 tanz’) 


(2) 原 极限 = ph l= Ws T= 


rl i Tid 1 a 

ee el et CR a 
a = = ih = 这 

Lp i li 吉 妇 二 
rl 9YT <™! 3 =i RN 2 3 n nl 


(3) 因为 当 xw->1 时 , Yr 一 了 -> 0， 
所 以 In(1 十 VE = 1 ~ Es arcsin Tl ~ 上 


二 二 本 
原 = lim 一 -一 一 
故 原 极限 Bs 


人 

. lnf(1I 十 2 
2 Pr z 

(4) 原 极限 一 各 2 8 攻 必 人 一 De 二 ES 和 
+0 nz + e”)CO— lne” ze 阮 

让 全 中 

e 

由 等 价 无 穷 小 ，， sin2 工 /er SifE € 


lim = lim 一 一 一 。 = 1. 
人 zi e” 


办 (1) 复杂 的 根 式 在 求 极限 时 ,对 其 有 理化 比 直接 用 洛 毕 达 法 则 简单 . 一 般 讲 , 遇 到 根 式 


a 十 V6 (其 共 罗 根 式 为 4 一 V6 或 一 a 十 V6),Va 十 Vb (其 共 罗 根 式 为 Va 一 V6) ,不论 其 
在 分 子 或 分 母 土 都 应 该 用 共 元 根 式 处 理 . 

(2) 等 价 无 穷 小 可 简化 求 极 限 过 程 .但 是 用 的 不 得 法 会 出 大 错 . 一 般 讲 ,乘除 运算 时 尽 
管用 ,加 减 运 算 时 不 宜 用 ,此 时 常 改 用 泰勒 公式 . 

常用 的 等 价 无 穷 小 代 换 ; 当 x 一 0 时 ， 


Sin 一 


天 、 
1-— BOS 
arcsin 元 一 天 
tanz a 下 
arctanzx ~ 无 es 一 1 一 em 一 ] 
Eee 二 一 六 全 
© 2 


【 例 1.24】 求 lim Eh. 
【 解 】 本 题 是 6 型 极限 , 若 直接 用 洛 毕 达 法 则 ,可 知 所 得 结果 比 没 用 法 则 前 还 复杂 ,这 韦 
” ” 背 了 运算 的 原则 . 也 不 符合 所 介绍 的 其 他 两 种 方法 ,因此 只 有 变量 替换 法 可 用 了 . 


50 c 9 
原 极限 一 一 lim -二 lim 20 人 一 … = lim 22! = 0. 
【 例 1.25】 求 下 列 极限 : 
en a 
CD im 


re0 xX(arctanz)' 


13 


(2) 设 FCz) 一 | 于 di, 求 lm 全 税 . 
”cad 


(3) 设 f(x) 连续 , f(0) = 0, 扩 (0) 关 0, 求 lim 一 一 一 . 
二 z| fade 


人 2 2 
[ee 1 ) dz (er 一 了 于 去 2972 


【 解 】 (1) 原 极限 = lim 一 一 一 一 一 一 一 二 lim : 
TO ps x—*0 5x 
二 
xD 207’ E20 立 2 
es 
Xx-*0 2 5 > 
C3 令 = 二 i 
(2) 12 = |, Ld |, Sdn, 
. SI sinx SINZz 2 
2 »3 
bE i u a 入 
lim lim 3 lim 
x—*0 yr 0 性 x—0 2 
a 2sipz22: 一 3sinza 1: 4xcosx’: 一 9 元 2cosZ3 
i lim 
元 =0 2 并 r=0 4zx 
入 "eosx* 02c0s@h - 
li ] 
TO 4 


(3) 原 极限 = lim 一 22) li 
) 2x| ji)dt 二 zz) 2| fdtt zf (zr) 
6 


4 去 大 (zz) 4xf (x:) 


ee 2FCr) + Fr) rf um) ey 3f(z) + zf C2) 
Pn 4 (zy) URCOY 
= im = Le) 下 7 te 3f (0) FFC0) Fo 


并 一 0 


是 型 2 型 玉 定 式 的 定 值 法 | 


【 解 题 提示 】 求解 二 型 极限 的 方法 :(1) 洛 毕 达 法 则 ;(2) 变量 替换 . 


【 例 1.26】 求 下 列 极限 : 


[atme™a 
CM 


re 十 co 人 rt 


| 9 | es dt 
3 
“+e ed USE 
KN (1) 后 梳 限 王 ln 一 一 一 二 Jim 全 二 2 lt 
i xe” Wt zt | 二 27 2 
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(2) 用 洛 毕 达 法 则 
2 十 三 一 一 一 2 十 lim 一 一 一 一 
全 一 本 过 te i z>+% (ZT i 
i i ti — 
Di 1 (2 — 1)? i (27 CO— 1 
=3 2 的 
V2 TS ee 
【 另 解 】 lim 之 人 = lim TE = 二 一 一 
ns en 2 2 
= mt 元 4 
(3) 若 一 直 用 洛 毕 达 法 则 , 则 越 来 越 复 杂 ,得 不 出 结果 . 
e3= 7? 2 2e3= 一 人 于 = es* 半 GT 二 


lim 一 一 一 一 一 一 ] = 一- 一 一 - ] 
3ez 十 2e2 i 3e= 十 4e** 3er 十 8e*” 


已 入 


ere Ss 
【 另 解 ] 原 极限 -im 3 二 千 5 一 lim (eT 2 


2r 2r 2 
2| er dt » 2e'” 4 | e dz 
(4) 原 极限 = lim 一 一 一 一 一 一 一 二 lim -一 
二 — Bal zm el4z 
2 到 WY 
i 


【 注 求 工 一 十 ce 时 的 极限 ,通常 以 “ 抓 大 头 ” 的 办 法 解决 为 好 (所 谓 抓 大 头 就 是 取 分 子 、 分 母 
中 趋向 于 十 5 最 快 的 项 ). 
| 题 型 下、% 一 co 型 未 定式 的 定 值 法 


【 解 题 提示 】 = 一 oo -一 人 0 或 2 ,再 用 洛 毕 达 法 或 < 抓 大 头 ?法 求解 4 


或 倒 代 换 工 二 二 


【 例 1.27】 求 下 列 极限 : | 
CD lim( 评 >ts). (2) fm|z 一 zin(1+ 二 )] 


r-0 


(3 lim zi (Vz 2 一 2 Vz 填 工 十 Vz): 


cos’z : sin’ xX— x:cos’:z 
x we et gad = lim mi 
sin: zx Pe 1 艺 


【 解 】 (1) 原 极限 一 lim|(= 


ZT—*0 


(sinz 十 ZXcosz) a Sinz 一 XCOSx 


二 li 到 元 3 
= 2 lim smz 一 Peosz ~ 2 lim zz = 2., 
dal ;i 1 

E 4 n u a 本 本 ) 


-sry nil 
Ue i i EE 
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(3) 原 极限 = lim zi[(Vz 二 2 一 Vz 十 1) 一 (Vz 十 也 ( 详 州 
- 对 < 1 
- In| TREE 


lim xz \ 二 V 十 2 
te (Mz 二 2 十 Vz 十 1Y(VMz 二 1 十 Vz) 


a = 
= 

A Le 
= lim zx? a = 

-= 十 cc B87xr7 4 


题 型 了 0 .co 型 未 定式 的 定 值 法 


【 解 题 提示 】 0 .o> 人 或 之 再 用 法 则 求解 . 

设 lmy(x) 三 0,limg(z) 寺 00; 则 

， BR Toon fr RO 
limf(z)g(x) (0+ 0) = lim ( )= lim 六 于 fe 


> 一 -一 
: #(x) g(x) 
@ 一 般 讲 ,对 数 函 数 和 反 三 角 函 数 一 般 不 “下 放 ”, 因 为 下 放 后 的 导数 比 原来 的 复杂 ,违背 
数学 运算 的 原则 . 
【 例 1.28】 求 下 列 极限 : 
二 nr R/S 
GD lim(1 一 z)tan 环 ， (2) limz (3 arctan 了 了 半 二 ): 
1 3 
tan Lx cos2 Lx 2 
中 寺 2 
CL ss i iin 
= 一 元 ) zl (1—x) a 
= 2 lim —2(1—z) 二 处 灶 站 = im 2 
Td SS 9608 Dxsin 部 3 r=1 SINAT rr! XCOSNAXI i 
-和 1 . 1 
2 2 
i TE 2 (HL 
1 
Tp 之 rz*oc r= 家 
= lim 一 > 1 
To 人 二 2) 十 式 : 2 
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第 一 章 ” 函数 . 极限， 连续 


| 题 型 六 1 ,0" ,co" 型 未 定式 的 定 值 法 | 


【 解 题 提示 】 基本 思路 是 通过 对 数 恒 等 式 将 其 化 为 0. cc 过 或 二 ,再 用 法 则 ， 
关于 1” 型 极限 有 两 种 求法 : 


(1) 利用 重要 极限 lim(1 十 z)* 一 e 或 lim (1 十 三 】 一 e( 适 用 于 底 为 1 士 /(zx) 或 易 化 为 1 
士 f(z) 形式 的 舌 指 函数 的 极限 . 其 解法 : 设 limf(zx) 一 0,jimg(z) 二 oo, 则 lim[1 士 /(z)]*” | 
ie 


;lime Cx) inE1E f(z)]. — elimgGn)[ 二 /cz)] 


。 用 语言 叙述 为 :括号 中 1 后 的 变量 (包括 符号 ) 与 畦 来 积 的 极限 就 是 1” 这 种 未 定式 极限 的 
因 , 其 底 为 e. 


(2) 利用 对 数 恒等式 em = e”" >e(S*1). 
E 设 limf(z) mE l,limg(z) 二 co, 则 lim[ f(x) J Elimin[7cz]8 ™ 一 lmsCz)inyf(z) 


吕 尖 ( 壬 用 于 底 为 单 因子 的 呈 1” 型 敌 指 画 数 的 极限 的 求法 )， | 
【 例 1. 29】 求 下 列 极 限 : 


(2) lim (arctanz)™ “= — 


+ 
x-*0 


(3) limicotz) 产 . 


山 n 
(4) f(z) 在 a 处 可 导 , f(a) ee EA) . 
【 解 】 (GD) 原 极限 = tim 1 十 下 So 一 下 | 


PY My 


yy 


| 
CS 一 六 1— xz’ 
网 为 li 一 


Ss 
a0. 9x2 AT 二 2 
wr eh 

0 3zzM 一 (1 十 ML) 6 


2 
这 


= lim 


下 
所 以 原 极限 = er. 

(2) 原 极限 三 Er ME ng) A 
= eR 一 


fim 1 
nx 
TD 


= 心 : 
lim lncotr lim 本" PR ) 
(3) 原 极限 二 eo 二 ec : 


1 
(4) 原 极限 = lim pe | . 


Ho 


3 ds Ra 
bin {e+ hn) = fee) = ped Bi 


原 极限 一 全. 
三 .无穷 小 的 阶 及 航 限 式 中 常数 值 的 确定 


| 题 型 了 ”确定 无 穷 小 的 阶 | 


【 解 题 提示 】 一 般 试 题 以 两 种 形式 出 现 : 四 单项 选择 题 ; 四 利用 lim 民 弄 为 有 限 数 ， 而 定 


aa 可 为 任何 正 数 ) ,确定 元 时 ， 常用 洛 毕 达 法 则 和 等 价 无 穷 小 代 换 两 种 方法 ， 


【 例 1.30】 确定 如 下 无 穷 小 的 阶 x: 
(1) 当 二 0 时 ,3zx 一 4sinxw 十 sinzweosz 与 心 * 为 同 阶 无 穷 沙 则 x 


(2) 当 x 一 17 时 , V37z’ 一 27x 一 1]，1]nz 与 (z 一 1)” 为 同 阶 无 穷 小 ; 则 有 


3z 一 4sinw 本 Bsin2x 


【 解 】 (1) lim 3 工 一 4sinz 本 SinrCOS 工 二 = 
Em 在 TO bd 
i Sr=M000T 6OS2 wn Sint = Sm 人 4cos 并 一 4cos2zx 
-m0 ee a0 NAN IL ze0 ee 
一 4sinz + 8sin2x 一 4cosz 十 16cos2x 


Ty ye Te 二 二 
TS 取 n 一 


. VW3z: 一 27r 一 1。 las m3 十 。 /rz— lln[l+ (xz— 1)| 
(2) [mn 一 一 一 一 一 
二 at 二 = 生 沪 dt (msl 
i YL se 
二 0 二 u iz0t : 琵 


当 坟 一 辽 时 ,其 极限 = 2, 故 取 n 一 池 . 


【 例 1.31】 设 g(z) = | ea —1,f(z) = | sinC2) dr, 则 当 z >0 时 ;g(z) 是 f(x) 的 


【 | 
(A) 同 阶 而 非 等 价 无 穷 小 . (B) 等 价 无 穷 小 . 
(C) 高 阶 无 穷 小 . CD) 低 阶 无 穷 小 . 


1 邻 二 zx | ed 一 
【 解 】 sg(z) 一 | ee 由 一 1 一 一 和 | = 尝 -1= 盖 一 一， 
0 0 SG 之 
| edu 
人 = 0 于 


Ft ) m 7 I 
a 加 z| sintr Yas | sin(t*)dt+ zsin(x’) 


工 


di 9 © -一 
一 ee sin(x’) 十 sin(x’) 十 2x?cos(x’) 


故 g(xz) 是 f(x) 低 阶 无 穷 小 . 
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第 一 章 ” 通 数 极限 “连续 


| 题 型 “极限 式 中 常数 值 的 确定 | 


:”【 解 题 提 示 】 求 极限 式 中 的 常数 值 ,主要 根据 极限 存在 这 一 前 提 , 利 用 等 价 无 穷 小 , 洛 毕 ， 
达 法 则 及 如 下 公式 : : 


| 


sy 当 7 二 1m 

Yr Co 十 ai 二 十 Qi 十 a a 

TO box”" 二 brx™! pb i bn 0 5 当 1 << 7 
Ch 


有 时 也 用 到 根 式 有 理化 ,函数 连续 的 充 要 条 件 . 


【 例 1.32〗 (1) 已 知 工 一 0 时 ,arctafi3y 与 是 等 价 无 穷 小 , 试 确 定 a 值 . 


[9 
2arctanx 一 ln | = 
(2) 已 知 lim = 二 a( 关 0), 求 常数 ma. 
(3) 确定 常数 ,使 y= 二 x 一 (a 十 bcoszx)sinz; 当 zz> 0 时 ;取得 尽 可 能 高 阶 的 无 
穷 小 量 . 


Lm] C1) lim 二 ctan3z Tn C3zE 2 La 


cor ax /coszr et Ey 
2 lL 1 
(2) 因为 lim 2aretanz 一 In(1 十 zZ) 十 InC1 一 z) - lim 1 十 1 十 z 1 一 
wr * zeDt nr 
a 2 
= mn a = lim 和 
zo ME™ 人 =) m ,ot Znma(1 十 zz)(1 一元) 
1 一 3 一 0 一 3 
一 一 全 lim -4 -| 4 -| 2 
M0 =——— 0 a 一 一 二 
772 3 


(3) y 二 广 一 (a 十 bcoszx)sinz, 求 其 各 阶 导 数 ; 得 


y =1—acosr—bcos27r,y = asinr + 2bsin2x,y” = acoszx + 4bcos2x, 
令 z 一 0, 得 yy 一 1 一 4 一 0D，y 一 0， 光一 过 后 4. 于 是 


一族 ee i 
0 > Ce 了 
故 由 洛 毕 达 法 则 可 知 , 取 a = 子 性 一 一 计时 ,y 取 得 尽量 高 阶 的 无 穷 小 
eg 1 之 x 二 0 
[全 N33] 设 Je) = VT Tl ] . 间 a 为何 值 时 ,limf(z) 存在 
Sm De wd) 


dl 


【 解 】 由 limf (x) 相生 


而 
0 


er = 


££ (0) = li ME i (VT ta -oO(Ve ta Fo Vr +1l+1) 
-0 Mx 十 1 一 1 zr0 CA LI Ve a Fa 
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第 一 篇 ” 高 等 数学 


= lim Wn Ht I 
z+-0 Xi(VX 二 ar 十 a) 
【 例 1.34】 确定 下 列 各 题 中 的 常数 : 


(1) 设 lim(V1 一 x” 一 az 寸 6) 二 0, 确定 常数 a,b. 
(2) 设 lim (3z 一 Var 十 红 十 1) = 2, 求 常数 a,6. 
六 十 Co 


【 解 题 提示 】 未 过 入 工 一 co 时 ,ce 一 co 型 的 极限 ,通常 是 从 式 子 中 提出 ,于 是 就 将 co; 
一 这 co ，0 型 ,然后 再 进行 逐步 分 析 . 


【和解 】 (1) 原 极限 二 limz| /二 一 1=a+ 攻 |=0 
二 DO 2 
本 b 
一 lim( | 二-1-a+ 和 j=0 二 
Xo = 听 EE 


` 原 极限 二 lim(Vi 一 Zz 站 Y=0 > lim(VITz +z) =—b 


3 上 
一 二 一 人 人 mm” 


二 limz| (1 一 专 ) 一 1|= 一 limz "(一 入 专 )=0 一 b= 
(2) Jimz(3 一 Ja+ 二 + 证 )=2 = lim (3 一 a+ 之 + 十 )= 
这 普 对 
地 3 一 三 0 SS a= 9. 


原 极限 二 lim (3z 一 V9z” 十 bz 十 1) 一 lim 于 二 二 
dl te 37 


人 一 名 一 2 ,Bb ser 
5 A c 
(3) 原 极限 一 in| 1]= | 
5 (FE LE 
a EC es sk ct le ss = 5c=1] 之 en 
-cc yr 5 
于 是 , 原 极限 = limz( + 二 一 二 一 1 
Es x 谍 
ee 2 
= ee F(a 二) 0 
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第 一 章 “” 池 数 . 极限， 连续 


3 函数 的 连续 性 


| 题 型 I ”函数 连续 性 的 讨论 (重点 ) | 
和 六 【 解 题 提示 】 因 为 初等 函数 在 其 定义 区 间 内 总 是 连续 的 ,所 以 关于 函数 连续 性 的 讨论 ,主要 是 
:针对 非 初等 函数 而 言 的 ,如 某 些 由 极限 定义 的 函数 、 带 绝对 值 符号 的 函数 、 分 段 函 数 等 等 ,而 且 一 般 ; 
:是 讨论 函数 在 一 点 处 的 连续 性 . 讨论 函数 在 一 点 zo 处 的 连续 性 时 ,车 函数 /(z) 在 x 一 zo 的 两 侧 表 : 
达 式 不 相同 , 则 一 般 是 先 求 f(x) 在 的 左 、 右 极限 ,然后 根据 函数 在 点 zo 连续 的 充 要 条 件 ( 即 
0 Oe 了 (zo)) 来 判断 在 点 xo 处 是 否 连 续 . 需要 特别 强调 的 是 ,计算 lim f(x) 时 ,只 


Et 


: Ee TX 


能 用 码 在 边 的 范 数 表达 式 , 而 计算 lim f(z) 时 ; 则 只 能 用 zz 右边 的 函数 表达 式 ; 若 函 数 FCz) 在 zx 一 


.zo 的 两 侧 为 同一 表达 式 , 则 直接 用 lim f(z) 二 Fa) 来 判断 在 点 zo 处 是 否 连 续 
| 均一 下 | ss|x ly 
【 例 1.35】 (1) 讨论 f(x) = nx 的 连续 性 . 
cos 3 本文 人 -< | 
(2) 讨论 函数 f(x) = lim V2 十 (2x)" 十 zx” 的 连续 性 (xz 三 0). 


下 一 无 ss1 
【 解 】 (1) 将 f(z) 改写 成 广元 ) = cos 及 »— Le wl; 


区， 
与 工 三 1 处 的 连续 性 . 


= 时 3 Him (2) = lm (l= He FC) EL lim 0 


-1 下 = 人 工 2 一] 


因为 lim f(x) 关 i Ph 上 才 f6 动 > 


WW 


当 z=1 Be 一 limeos 瑟 =0, lim yz) = lim(x—1) = 一 0， 


ZT-> Ze Em | 


因为 lim f(x) = lim f(x), 故 f(z》 在 = 1 处 连续 . 


1 


0 去 ; 则 ND 


着 A 2 


若 2 志 Zz 之 +5655 则 过 之 W207 二 VOT 3. 
而 limV2 = limy3 = limV4 = 1， 


Zl 


所 以 f(x) = Se F<zx<2 
Ct eo 


而 f(z) 在 | 0, 言 |,( 言 ;2),[2, 十 co) 上 是 初等 函数 ,所 以 连续 : 


又 limf(z) 一 1， lim flz) 一 工 8( 云 )= 1， 
a = 
lm #2) = 4, limf(z) =4, FF 二 
Ei Te 2 十 


所 以 ,jz) 在 [0, 十 ce) 上 连续 . 
nv 


试 证 在 点 xz 二 0 处 f[Lg(zx)] 连续. 


【 例 1.36】〗 (1) 设 Fz) = sinr,g(zx) 一 | 


(2) 讨论 函数 f(z) = lim A 三 0) 在 定义 域内 的 连续 性 . 
【 解 】 (1) 根据 复合 函数 的 定义 有 


二 sin( 工 一 T),Zs<0 加 sinz, 工 之 0 
fg(7) = sinCz a)sz >0 
因此 fLg(x)] 处 处 连续 ,自然 fLg(z)j 也 在 xz = 二 0 点 处 连续 . 


(2) 当 0 二 ze 时 ,有 
2 十 地 | 1 十 [| 


=— SS 直到 5 


一 0 


lim = lim = lim 一 1， 

00 n Rs n Wc n 

当 区 度 7 时 ,有 

lio De 十) 六 i Inz"| 1 全 | | 和 im en 填 (这 | Mr 


DO ee 
于 是 有 f(z) = | Ee 

is 5% > 
又 lnf(z) = 1; lim f(x) = limlnz = 1, 有 8 f(e) 三 1， 
可 知 f(x) 在 z= 二 =e 点 连续 ,从 而 f(x) 在 定义 域 z 二 0 上 连续 . 


| 题 型 确定 函数 的 间断 点 及 其 类 型 


””【 解 题 提示 】 确 定 函 数 的 间断 点 ,可 按 以 下 步骤 进行 : | 
1) 找 出 f(z) 的 定义 域 ,车 在 工 二 点 无 定义 , 则 工 二 zo 为 间断 点 ; 若 有 定义 ,再 检验 下 一 步 . 
(2) 检查 工 二 zo 是 否 为 初等 函数 定义 区 间 内 的 点 . 若是 , 则 zo 为 (ZX) 的 连续 点 ;否则 看 lim f(x) 


是 否 存在 . 若 lim f(x) 不 存在 , 则 zs 为 F(z) 的 间断 点 ; 若 limf(z) 存在 ,再 检查 下 一 步 . 
; a , 到 

:(3) 车 limf(x) 一 f(zo), 则 zo 为 连续 点 ; 若 不 相等 ; 则 工 二 zo 为 间断 点 . 

最 后 根据 定义 ,判断 闻 断 点 的 类 型. 


【 例 1.37】 


【 解 】 (1) 


(2) 


第 一 章 ”函数 . 极限 .连续 


(了 D) 求 f(z) = 一 下 Lz | 的 间断 点 ,并 指出 其 类 型 . 
"一 3 十 2 


3 
网 

= 9 We 
SINNAXT 


(2) 求 函数 f(z) 一 的 间断 点 ,并 指出 其 类 型 . 
lIn(1 十 工 ) 十 sin -3 = 


由 ln | 之 | 的 定义 域 知 z 关 0. 又 由 

让 一 3 二 勾 三 力 得 到 三 让 元 多 

而 f(x) 在 (一 号 ,0),(0,1),(1,2),(2, 十 co) 内 是 初等 函数 ,所 以 连续 , 故 f(z) 
的 可 能 间断 点 是 xz 二 0,1,2. 

因为 limln | z | 一 一 59， lim(z 一 3z 十 2) 二 2， 所 以 limf(z) 三 一 co， 
故 ”xz 二 0 是 了 (x) 的 无 穷 间 断 点 , 属 第 三 类 . 

又 limf(z) 二 一 1, 所 以 ,zx 二 1 是 f(zx) 的 可 去 间断 点 , 属 第 一 类 . 

如 果 我 们 补充 f(z) 在 z= 1 处 的 定义 , 即 令 f(1) = 一 1, 这 时 f(x) 在 x 三 1 处 
就 连续 了 . 

在 x 二 2 处 ， Ne 一 co, 故 工 一 2 是 jz) 的 无 穷 间 断 点 , 属 第 二 类 . 


0 = 由 sinxz 二 0 得 之 = 二 = 1 二 2 一 ye 


sinx x 


当 z 之 0 时 ,f(z) = In(1 十 区 十 sin zj- 由 民 一 1 一 0 解 得 xz 一 1， 
所 以 f(z) 在 z 一 1, 一 1, 一 2, 一 3,… 处 间断 ,在 分 段 点 z 二 0 处 可 能 间断 ,在 
除去 以 上 点 的 其 他 区 间 上 f(x) 是 初等 函数 ， ee 

因为 在 zo 二 一 2， 一 3 处 ,limf(z) 一 im 一 9 所 以 mm 一 一 2, 一 3， 
…, 均 是 f(z) 的 无 穷 间断 点 , 属 第 二 类 . 

着 岗地 了 二 ,f(y ig 本 三 和 从 寺 直 人 二 


-1 Sinnxz ze= 了 sinnxzx 


Eres lim (oulhy Ry 2 


y=0 oy sinnxy 


所 以 zx。 = 一 1 是 f(z) 的 可 去 间断 点 , 属 第 一 类 . 
如 果 仿 f( 一 1) = 一 三 , 则 f(z) 在 zo 幸 一 1 丸 连 继 . 


ci 


在 z = 二 0 处 ,lim f(x) = lim 宇 Sah 
0 0 SINAT 元 
lim f(z) = lim [In(1+ z) + sin 到 1 7 |=~sinl, 


工人 


所 以 zo 二 0 是 f(z) 的 跳 牙 间断 点 , 属 第 一 类 . 
在 zx 一 1 处 ,limf (x) 不 存在 . 所 以 x。== 1 是 f(x) 的 第 二 类 间断 点 . 


枚 只 有 在 函数 的 可 去 间断 点 处 修改 定义 或 补充 定义 函数 的 值 , 方 可 使 得 函数 在 该 点 


连续 . 
【 例 1.38】 


试 确定 &,5 之 值 ,使 /(z) = -一 二 有 无 穷 间断 点 zx 一 0 及 可 去 间断 


芭 这 元 
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一 | 居 
【 解 】 若 z 二 0 是 f(z) 的 无 穷 间断 点 , 则 limn 一 < 一 2 = oo 
eT a (TC— 1) 
El) . 
人 = 1 


所 以 , 当 a = 二 0,6 关 1 时 ,zx = 二 0 是 f(z) 的 无 穷 间 断 点 . 

车 二 1 是 f(x) 的 可 去 间断 点 ,; 则 当 a 关 1,b = 二 e 时 ,以 下 极限 存在 : 

eb es Ce) ~- eT - 
ts ee a WH ] = 
因此 , 当 a 关 1,6 二。 时 ,zx 二 1 是 了 (zx) 的 可 去 间断 点 . 

综 上 所 述 ; 当 a = 二 0,6b 二。 时 了 (x) 有 无 穷 间 断 点 xz 三 0 及 可 去 间断 点 z= 二 1. 


| 题 型 五 ”分 段 函数 式 中 参数 的 确定 (重点 ) | 


:1 【 解 题 担 示 】〗， 求解 此 类 问题 的 基本 思路 是 :根据 分 段 函 数 在 其 分 段 点 处 的 性 质 来 确定 所 : 
[ 含 常数 的 值 . 例如 ,如 果 已 知 一 函数 在 某 点 连续 , 则 根据 函数 在 该 点 连续 的 充 要 条 件 来 求解 . 


uel — evs) 


0 
〖 例 1.39〗 (1) 设 f(x) = a z 一 0 连续 ,确定 常数 a 与 65. 
bsinx +| ed 
ee 


(2) 设 函 数 f(x) 有 连续 的 导 函 数 ,f(0) 二 0; 且 1 (0) 二 6b, 车 函数 


f(z) 十 asinz ， 0 
F(zx) -1 并 在 z= 二 0 处 连续 ,确定 常数 A. 
WS 这 | 全 
| bs ， 守则 
(8 t 7 » ) 一 9 ? yy, 
) 设 f(z 和 gz 2 2 为 何 值 时 ,函数 
F(z) = f(x) 十 g(x) 在 区 间 ( 一 < ,十 ce) 内 连续 ? 
Jf Wa 
a zr ， 天 0, 其 中 f(z) 具 有 连续 导数 且 f(0) ==0, 试 
G3 元 一 0 


确定 c 使 F(x) 连续 ,并 讨论 F(z) 是否 连 续 ; 
多 3 (1) 因为 F(3》 连 纱 ;” 所 以 f_- (0) = 天 (0) 二 了 (0)， 


bsinz 十 [ea 
A 


又 £0) = lm fd a bil 和 寻 )- lim (beosz + e”) 


0 Et TO 


三 5 十 1 一 Fo) =8 二 b=7, 


六 CO = Tm ey 半生 全 3 
-0 wd 本 0 
0 = B hp: Des 8 
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(2) 由 题 设 ,limF(z) 三 | 
又 “F(0) = 4h, 因 潜 Rw) 闪 六 = 0 点 处 连续 ,所 以 有 limF(z) 一 F(0) ,由 此 得 
= 
(3) f(z),g(z) 在 zt 之 0;0 二 x 坟 .1;x 尖 1 上 分 别 求 和 得 


ta |= f(0) +a 三 汪 六 让 


工 十 D， <O 
ro -et Os 
i 人 
为 使 F(z) 在 (一 so, 十 ce) 内 连续 ,只 需 选 择 a,b, 使 F(z) 在 z= 二 0 点 和 z=1 
点 连续 . 
ee i b， J lim OO 


EO 
所 以 当 请 二 时 ， ;Ft 在 0 点 连续 . 
同 理 ,limF(x) = lim(2x+-+2)= 4， lim F(x) 三 ,lim(z 填 2 十 夯 上 癌 床 总 


TI 工 二 1 


PI = 3 a 
当 3 十 a = 二 4 时 ; 即 &a = 1 时 ,F(z) 在 zx 三 1 点 连续 . 
故 当 &a = 二 1,6 二 2 时 ,F(z) 在 (一 ,十 吕 ) 内 连续 . 
(4) 由 洛 毕 达 法 则 ,有 i RA 
z=0 2 0 2 2 
所 以 当 c = 二 0 时 ,F(z) 在 本 = 0 点 连续 . 


| ae 
当 去 SC 村 ， FE (Cz) = 大 一 2 一 ， 


| 


立 
[fa 
一 一 一 0 | tf (t) dt 
sa 2 
RO 芋 二 约 三 二 = 二 — 
r=0 by TD 并 0 Xx—*0 3 元 
TL 
S10 
. ?| fae 
. 一 
于 是 R(x} 二 并 并 


Bf (0), 六 次 


yy ?| af a 
并 且 有 limF’ (xz) = lim 3 


3 


0 -0 人 
f 2 Ea 
a lim 22f Cx) 人 BE fC0) ee 


因此 F(z) 在 z= 二 0 点 连续 . 
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第 二 章 导数 与 微分 
| 题 型 [利用 导数 定义 求 极限 | 
人 GD 
【 解 题 提 示 】 导数 定义 ey : 
1 
Ne C29: 
下 T To 


由 (1),(2) 中 可 得 出 如 下 很 有 用 的 结论 :车 右边 的 极限 存在 且 被 减 数 中 对 应 符号 /() 内 的 表达 


式 与 减 数 中 对 应 符号 /() 内 的 表达 式 之 差 恰 好 等 于 极限 式 的 分 母 , 则 该 极限 就 等 于 函数 在 指 


定点 To 处 的 导数 证 全 天 
【 例 2. 1】 设 f(z) 在 xz 处 可 导 , 则 
= Fy 

一 


To OE oh 
2h 


Cli 
天 -=0 


区 lim 
(3) limn| f(z + 去 )= f(x — | 


x 5 
jz 一 jz 二 一 一 一 一 
MACmo ne 二 


(5) lim 过 = 
《党 Nr OO 时 ,zy yn 为 等 价 无 穷 小 ) 
(1) 由 导数 的 定义 有 
| 要 Ro 3 — fo 


(4) lim 


xr-0 


【 解 】 


2 je Sh) fo) 


h 


fo hh) FC —h 
2h 


h0 h-=0 (—3h) 


(2) 同 理 让 


lim 


-0 


。( 一 3) =— 3f (zo). 


(3) limn| f(z 汪 元 ) 一 f(z 


1 


(4) lim = = lim 村 
-0 2 一干 7) 0 f(T x) 


= a J 
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i pn ee 


im fro tz) — f(xo—y)_ a wa — a 
于 是 lim x ln Ce 要 
lim Tn i lim (wm A 
ot Er 上 有 
= le ly 
【 例 2.2】 设 f(zx) 在 zx =a 的 某 个 邻 域内 有 定义 , 则 f(z) 在 zx 二 a 处 可 导 的 一 个 充分 条 
件 是 r J 
CA) limh| 7(e 十 元 )- Fe) |] 存在. (By im ARa 士 2) 一 Ka 十 用 存在 
《G) as 二 人 让 (D) iim 二 Je 一 有 ) 存在 
h-*0 2h bE Tt 


| 
A 2 


【 解 】 因为 Jimp| 7(a 二 元) Fo) |= ,lim 
党 
所 以 (A) 不 人选. 

又 ”因为 ”lim 8 二名 二 大 4 一 各 的 存在 与 /(z) 在 z 二 a 处 的 值 看 不 出 有 什 

么 联系 ,即使 在 x = a 不 连续 ,以 上 极限 也 可 能 存在 . 

1 

SS 一， 廊 0 
例如 re 人 ss 
Qs 


工 一 0 


在 zz 王 0 处 不 连续 ,因此 f(x) 在 zx 二 0 处 不 可 导 , 但 


1 1 
cos 一 一 C08 一 
a 0 最 法 h h 0 


Kn 2h h->0 2h 
故 (B) 也 不 入 选 , 类 似 地 可 说 明 (C) 也 不 人选 . 由 排除 法 可 知 (D) 入 选 . 


入 比较 例 2.1 与 例 2.2 可 知 :/(zo) 存在 则 极限 lim 上 4 二 全 一 并 4 一 如 与 


| 题 型 ”利用 导数 定义 求 函 数 在 某 点 处 的 导数 


:”【 解 题 提 示 】 在 函数 表达 式 中 含有 抽象 函数 记号 , 仅 知 其 连续 ,不 知 其 是 否 可 导 , 求 其 导 : 
数 时 必须 用 导数 定义 ; 求 分 段 函 数 (或 带 绝对 值 符号 的 函数 ) 在 分 界 志 处 的 导数 ,必须 用 导数 ; 
的 定义 ;对 带 绝对 值 符号 的 函数 在 求 导 前 一 定 要 先 去 掉 绝 对 值 符号 : 革 攻 半音 机 疡 在 娄 坟 烛 的 
:导数 用 导数 定义 求 有 时 也 相当 方便 . : 


【 例 2.3】 求 下 列 函 数 在 指定 点 处 的 导数 : 


= Rh i l=:Sinz g 
(1)y = f(x) = arcsinx ee , 求 (0); 


(2) 设 f(x) 二 gla 十 4) 一 g(a 一 6x); 其 中 ylz) 在 x =a 处 可 导 , 求 f(0); 
27 
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囊 


(3) 设 函 数 A(z) 在 过 =0 处 可 导 , 且 广 (0) 三 ,又 对 任意 的 x, 有 fC(3 二 zx) 三 
3F(zh 求 8). 


， 1 — Siny 
arcsinzx 
Ni A CO) 因为 f(0)= 二 0 ，. 1 二 sinx 
【 解 3” 1) C0) lim 区 一 心 lg 远 
和 l='sinx 
rs0N 1 sinz 


(2) 由 f(x) 二 g(a 二 Tbr) 一 gla—br), 可 知 f(0) = g(a) — g(a) = 0, 
因为 只 说 明 g(x) 在 z= 二 a 处 可 导 , 没 说 明 g(x) 在 zx 二 0 处 是 否 可 导 , 所 以 求 
了 (0) 时 必须 用 导数 的 定义 . 
f°(0) = lim £2 = A i pat br)— op(a— br) 


Te 区 一 


[g(a br) — po(a)] — [yg(a— br)— ga) | 


= him 
0 T 

Ea lim 4+) — ga) 0 二 lim 2Q& 一 wz) 一 9CC) 学 
二 0 px 元 — bx 


一 pp (a) 十 pp (a) = 2bp' (a). 
(3) 这 里 没有 给 出 f(z) 的 具体 表达 式 , 又 没有 说 明 f(x) 在 zx 二 3 处 可 导 , 所 以 求 
广 (3) 必须 用 导数 定义 做 . 
(3) = lim FO A A 二 3f(0) 


人 工 Ar-—-0 


= 3 lim 妈 十 ez 一 帮 0 3p(0) 一 3X 半 一 1 


Ar-0 AX 
【 例 2.4】 (1) 设 jz) 定义 在 实数 集 R 上 ,对 任意 zi,z,; 恒 有 | f(x) 一 f(z1) | 才 (zx 一 
ee F(z 
(2) f(x) 和 g(x) 定义 在 实数 集 R 上 , 且 对 任意 的 zx,y, 恒 有 f(z 十 y) = 
HE CT fg) tO) 三 055K0) = ON = eg CO 0 
求 F(z); 
【 解 】 (1) 不 妨 设 zi 关 x ,由 已 知 不 等 式 有 
0 过 A |< ef 
| 
因为 J | xz 一 zi | 二 0; 由 夹 台 定 理 有 


2=f -0 i ee ed 
ad | Tox 2 


ST 


由 此 可 知 f(z) 在 zx 二 zi 点 处 可 导 , 且 (x1) 二 0, 叉 由 于 zi 的 任意 性 ; 故 f(z) 
逢 机 具 可 蜡 5 由 人 并 兰 俱 
大 0) BJN) 有 动 


Co CY i 
wn y*0 y 
一 lmf(z) i (War) 
:和 Jy"0 y 
= limf(z) se 十 limg(z) 人 


JW 
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= f(r)g’ (0) + g(r)f (0) = g(x). 
【 例 2.5】 设 函 数 jz) 在 (一 ce ,十 se) 内 有 定义 ,对 任意 工 , 均 有 FCz 十 1) = 2f(z); 且 当 
0 过 工 志 1 时 ,f(z) = 一 好) 试 判断 在 元 三 0 处 ,函数 f(x) 是 否 可 导 . 


【 解 卫 当 二 2 之 0 时 a0 所 z 十 1 过 1, 于 是 由 题 设 有 
f(z) = f(r+lD) = Dt] -+ 2 


2 
1 
一 (无 十 1) 工 (2 十 工 ) 
es Se a 
工人 Ww—0 ed Tz 
的 的 = ln HO 


0 T -= 


因为 (0) 关 (0)， 所 以 函数 f(x) 在 zx = 0 处 不 可 导 . 
【 例 2.6】 设 f(z) 一 |x 一 a| gq(z), 其 中 g(xz) 在 xz 二 a 点 处 连续 ,试问 在 什么 条 件 下 f(x) 
在 z= 二 a 处 可 导 . 


一 4)jg(r) sy 一 入 宇 0, 即 江 宇 


《志和 三 
【 解 】 f(z A i ep: 
td er 人: = lim 人 lim ep(z) = g(a), 
I a -wa Ta P| 
Pa ss i ee = kim 和 a li p(x) |] =— g(a), 


-wa -wa 


因为 (a) 存在 的 充分 必要 条 件 是 / (a) = f(a). 所 以 要 f'(a) 存在 ,必须 
pg(a) = 一 g(a) 之 g(a) 一 0, 于 是 户 (a) = 0. 
【 例 2.7】 证 明 下 列 有 关 结 论 . 
(1) 设 函 数 g(z) 在 (一 oo0, 十 oo) 上 连续 ,又 f(x) 二 cosgp(x) ,f(z) 一 sinp(z)， 
证 明 :对 满足 PCZ) 天 nm 的 一 切 rp (x) 三 一 由 
(2) 设 f(z) 在 (一 co, 十 ce) 上 有 定义 ,上 且 对 任意 zy E (一 co 十 co) 恒 有 
f(z = Ar) y= 1 十 xg (zx); 其 中 limg(x) 二 1. 证 明 :f(z) 在 
(一 co0, 十 co) 上 处 处 可 导 . 
【证 】 (1) 不 妨 设 g(xzo) 关 nx, 由 于 q(x) 的 连续 性 ,所 以 je 二 0， 
当 | 均一 并 | 过 时 sgp(z) 关 nzs 于 是 
ee = Tit P(X) — g(xo) ea p(T) 一 CGzo) 。cOsP(Z) — cosg(xo) 


zg 部 一 师 rrm COSP(Z) 一 cOsp(Zo) Xx— x 
(x) 一 w(xo ) FEO van 1 3 
| 二 的 
二 和 人 — cosg( xo) TI 一 xo sing(zo) f (zo) 
= 3 。Sinap(zo) =— 1. 


sing( zo) 
由 于 zo 的 任意 性 , 故 g(x) 二 一 
(2) 因为 对 VzE (一 oo, 十 co) 有 Ay== f(z 二 Az) 一 f(x)= f(x).: f(Ax)— f(z) 
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三 .7 疙 ZLPFCAz7 一 TI 三 ETACRCADOnINU 因 为 WE(z) 一 工 十 站)05 
故 Pa 2liniey = lim f(g(Az) = f(z) limg(Az) = f(x) 
Ar=0 AX AD Ar 


| 题 型 五” 利用 导数 定义 求 函数 方程 


: ”【 解 题 提示 】 函数 F(z) 在 (一 so, 十 se) 上 有 定义 , 且 (zo) 存在 是 必 不 可 少 的 前 提 条 : 
: 件 , 再 附加 条 件 , 求 f(x) 的 题 型 一 般 是 : 先 由 附加 条 件 求 出 (zo) 二 0, 再 由 导数 定义 写 出 
: fz) = fim Ltr) Fe) 

Ar-=0 人 工 


【 例 2.8〗 设 f(z) 在 (一 02, 十 oo) 上 有 定义 ， 且 f(0)==ala 关 0) 又 对 VrzyE (一 ce， 
十 co) 有 f(z 十 yy) 一- 天, 求 flz). 


家 作 的 罗 
让 JJ 
【 解 】 在 f(z 二 为 二 站 加 寺中 令 y 二 0, 得 
a eh 


f(x) = i OY FC fz) — 00 (2) nt FO 


> fT1I+ FC2)J]=0 之 Fo) = 0. 


OD 二 
0 证 lim 1— f(x)» f(Ax) 
人 公元 Nit 人工 
= 1 LL fi {OE A 二 着 Gee 
~ ao Ax[l— fCr)f(Ax)] Ar=0 AXx Macro lO— f(z)f Az) 


oi Ry 
(因为 /(0) 存在 ,所 以 f(x) 在 x 二 0 处 连续 ,于 是 limf(Ax) = /(0) = 0) 
df (x) 
Ie 
从 二 二 0 ' 往 arctanf(0) 三 © 部 C 
敬 aretanf(zx) = 二 .FL0)ws=ian 1( 因 为 了 (0% a)。 
AZ = tantard. 
【 例 2.9〗 设 f(z) 在 (0; 十 0) 上 有 定义 , 且 (1) 二 a( 了 去 0), 又 对 Vzx,y EE (0, 十 00)， 
有 f(xy) = 二 f(x) 十 f(y),: 求 f(z). 
[Ef 钥 〗 在 flzy) = 二 f(x) 十 f(y) 中, 令 y= 二 1, 得 f(x) = Cz) 二 fF0Y 二 f(D 三 0; 
pA 本 Fn ACLeemn = 


= ff(0)dr SS arctanf (zx) = fF (0)z+C 


一 > 


fF) = li 


Ty YY-=0 Ty 
ee lim {QL+ sn A a 
bt yy y*0 了 巡 区 


即 f(x) = 到 (因为 f(01) = a)y 故 f(x) 三 alnz 十 C. 
令 “HH 二 1 于 是 (7 =alnl1 二 6G 他 二 网 " 轩 琵 (8) = alnx. 
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| 题 型 W 。 求 复合 函数 的 导数 | 


。。【 解 题 担 示 】 复合 函数 求 导 的 关键 是 杭 清 函数 的 复合 关系 ,从 外 层 到 里 层 一 层 一 层 地 求 
导 , 婚 不 重复 ,又 不 葡 漏 . 当 所 给 函数 既 有 四 则 运算 ,又 有 复合 运算 时 ,应 根据 所 给 函数 表达 式 
:的 结构 ,决定 先 用 四 则 求 导 法 则 ,还 是 先 用 复合 函数 求 导 法 则 ,对 于 菜 些 形式 较 复 杂 的 复合 函 
数 , 可 以 利用 微分 形式 不 变性 ,将 复合 函数 “ 猴 元 ”而 得 到 较为 简单 的 形式 后 再 求 导 ,最 后 乘 以 
.引入 的 中 间 变 量 的 导数 . 


【 例 2.10】 求 下 列 函 数 的 导数 : 


Cys PL 3 
ERY CDy = nf" Lp" C2 ys fF Le (2 7] mp" (CD ) ey (2 ) 2 ide 2 
Bn ye ss 2 fr 2 Ym C2 ea We 


ER eT a 
(2) y= zt » er) (sin=) ,ny 1lnz+ 5 Tt 去 Insin 二 ， 


Ee 
三 总 六 入 py Tm RN 亿 生 > a = 
【 例 2.11】 求 下 列 函 数 的 导数 : 


C3 
(1)y = arctan Vi 二 站 十 广 In Vt 
二 


(2)y = (arccosz)’ (1m arccOos 工 一 lnarccosx 十 一 >)， Cal 


二 1 


& 一 1” 


【 解 了 (1) 设 妈 = 1 二 元, 则 yy 三 广 arctanu 十 十 In 


pF 世 旨 ” 1 1 jl 1 
i 人 


, 


故 光 一 | 要 7 1 让 Ro 
0 el 0 
| 


(2z tr) WIFE 
(2) 设 和 二 arccosx; 则 yy = 民 (In?u 一 lnu 十 去 )， 


三 = 2zxln2zx , 


| me 3 和 2 /ele 1 
= es ee 2 (In & 一 lnw 十 5 )+u ( = | 
A 
es Vi=2 
【 例 2.12】 求 下 列 函 数 的 导数 : 


-i ws dF 
(1)F(zx) = sinz | f(tsinz )dz: 则 二; 


arccoszx » ln’arccosz. 


(27) 三 | ax iy Ddi, 求 于 
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(3)F(z) = Mtge 二 edi 求生 


。 “【 解 题 提 示 〗 被 各 函数 或 其 主要 部 分 为 抽象 的 复合 函数 时 ,一 定 要 设 中 间 变 量 ,使 其 为 
简单 形式 了 (10) ,u 为 中 间 变 量 . : 


【 解 】 GD | fsinz’ re Ee 


du = sinrdt Jo Sinzz Sinz2zJn 


ne Ra 


F(z) = sinr” 。 


富 = nx) » coszr! or = T0087 FOSiny’). 


(2) F(x) = 二 lw eas 


因为 | fed | fd) 二 | ,fondu, 
所 以 F(x) = 中 :fw du, 


故人 于 一 | ih alfa mR 


令 4 = 二 x 一 区 
C8) Ply = | tr fer de ~ Fe ) -2)=2| ae 


=— mm"™ dt RNJO 


故 针 = 二 f(z) ne es 


尾气 
【 例 2. 13】 设 人 f(z) EE 如 , 则 也/(h(z)) 六 Eq 
(Ap 5 (B)2xg (zx). (Ct gE CDY Sg (wD 


【 解 】 FLACz)] = 2 = = 2 ， 
可 知 该 选 (D). 
| 题 型 TV。 求 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 | 


= okt) 
【 解 题 提示 了 A 3 ) 8 A oe 多 (D 存在 , 则 
dy _ te ee Ey. dr 
de "dx? dr\g (1) do dz 
(ed hl i 
u 
du 
DC2 NY) 2 
【 例 2.14】 设 有 参数 方程 了 
nt™! dz dz 
= 
二 
起 
a 1 、 EE Nl 邮 t 7 2 
【 解 】 y= (| 2 ) = | = i sa (2 一切 7 


人 

2 0 OO yd 

dy WwW } i Be 

dz x (2—t)/ 2) t t 

dy di/y, a dd (De G2— 2 
ee 一 二 二 用 放生 全 一 这 -全 全 二 
dz dz ES ) dz (过 外 dzxz dz (= ) 上 i 


| 题 型 ”由 极 坐标 方程 所 确定 的 函数 的 导数 


0 l 
【 解 题 提 示 】 利用 极 坐 标 与 直角 生 标 关系 | 一 人 ,将 极 坐标 方程 p 一 p(0) ,化 为 参数 


= pop(0)cosd 2 
方程 | ,然后 求 9,9 立 ,方法 仿 参 数 方程 微分 法 . 
i Bs gh sing dz 


【 例 2.15】 设 p==all 十 cosg), 求 2， 


二 a(1 十 0) cos0 
【 解 】 将 p 二 al 十 cos0)， 化 为 参数 方程 | “ 
二 a(l1 二 cos0)sing 


Xsy=— asingcos0 — a(l + cosO) ee 二 一 a(sinG 十 sin20)， 
ys 二 一 asin:0 十 a(l1 十 cos0)cos0 二 a(cos0 十 cos20)， 
故 dy 外 cos 十 cos20 __ 3 


人 


， 题 型 W  ” 隐 函数 微分 法 


。” 【和解 题 提示 】 常用 方法 : 
汪 方 程 让 (zwy) 二 0 两 边 对 二 求 导 . (注意:y 是 的 画 数 ,y 的 还 数 是 z 的 复合 西数 . 例 折 党，y 


nyvey 等 是 工 的 复合 函数 , 求 》 对 工 的 导数 时 要 用 复合 函数 的 连锁 法 则 ) 然后 将 合 y 的 项 放 到 ， 
等 式 的 一 端 ,不 含 y 的 项 移 到 另 一 端 , 解 出 yi 
: dy EF 2 


2 公式 法 :水 一 径 一 一 天 ,其 中 FoCzyy) ECzy) 分 别 为 FCzyy) 对 工 和 y | : 


【 例 2.16】 求 下 列 函数 的 导数 : 
Q) 由 方程 sn(zy) 十 ln(y 一 Z) 二 x, 确定 y 为 x 的 函数 , 求 9 ; 


一 在 十 2 2 
(2) 由 方程 组 | ， 2 1) 确定 y 为 z 的 函数 ,求生 > 


一 y 十 asiny 一 
【 解 】 (1) 方程 两 边 对 工 求 导 ,得 cosCzy)(y 十 zy 村人 


将 z= 0 代 大 方程 sin(zy) 十 In(y 一 XxX) 三 x 全 lny= 二 0 之 y=1. 
再 将 守 云 ;09 去 于 代入 (和 4)»s 得 


ll CY 


1 十 区 机 = 1. 


= Xx=0 


(2) 方程 组 的 两 个 方程 的 两 边 对 tt 求 导 , 得 
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| 
ee Xt: 二 2(zt 十 1) 
| / / = / 22 
2 acosy* y:= 0 ee 


Ss Co ,| t 
于 是 dx x (十 1)(1 一 acosy)” 


dy d ( 旦 ) dz (1 = .a60sy)" = 205 人 证 1)siny 
dz 


dr 2(£ FF) (1 -Aeo0dy) 


| 题 型 硬 ”分 段 函 数 的 导数 的 求法 (重点 ) | 


。“【 解 题 提示 】 对 于 分 段 画 束 , 若 西 教 在 各 分 段 的 开 区 间 内 可 导 , 则 按 导 数 的 运算 法 则 求 导 ， 
而 在 分 界 点 的 导数 则 按 导 数 定义 或 左 、 右 导数 的 定义 求 导 ( 即 若 (x) 在 分 界 点 工 二 zo 的 两 侧 表 


dz 


: = (7X), 工 宇 : 

达 式 一 样 ), 则 (zo) 一 lim 并 己 一 人 站 e? ,着 在 xz 一 zo 的 两 侧 f(x) 一 i 
; Ee 党 fo CV ; 
:到 Ci fa(T)— f(xo) ,f(x0) = 0 -ko = Fr 则 : 
: 加 Et SE Io | 


(zo) = 六 (am) ,车 关 Ga 天 产 (mn)， 则 Gao) 不 大 在》 


PE CosF 0 
【 例 2.17】 设 f(z) -1 z ; 
Q， ;0 
其 中 plz) 具有 二 阶 导数 , 且 yg(0) = 138 (0) = 0. 
(1) 确定 a 的 值 ;使 f(z) 在 z 二 0 处 连续 ; 
(2 好 
(3) 讨论 广 Cz) 在 z= 二 0 处 的 连续 性 . 


【 解 】 (1) 因为 limy7(z) = lim 欠 于 一 cs 一 lim 生 csnz 一 4f(0)， 


x-»0 


所 以 “ 当 a = g(0) 一 0 时 ,f(zx) 在 xz 一 0 处 连续 : 
(09 er OR A ry Se z[9 (x) + sinz| =[p(z)e cosz] 


D3 
wn seh Cd) 
当 z 一 0 时 ,7(0) = lim 人 全 一 2 一 lim 
x-*0 pF XI-0 


i PT) — cosz — zp (0) i gl (zx) 十 sin 元 一 oO (0) 
= lim = lim 


r—*0 Xx: x—-0 27 


二 lim| 3 p(T)—9 te | C0) 十 地 


I—*0 荆 2 


po 十 亏 ， 工 一 0 


zlg (x) Fsinz|—= [g(x) — eosz)] a 0 
元 


(3) 因为 limPCz) = lim z[2 Cz) 十 sinz] 一 [e(z) 一 cosz] 
z=0 0 


2 
rT 


页 “ 产 (zy 二 


2 


本 9 (x) i sinz Ts PX) 一 coszx 
Ir-*0 Eo m0 KL : 


I*0 
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fis Wi = Teil p(X) 和 cesz 一 lim ER Sinz _ 阐 ei go (x) 2 


ze0 过 I-*0 这 0 I-*0 pr 


da De, Te Wt a 
所 以 limf (z= 了 sl 2 2 
= (0 
故 ”六 (zx) 在 点 工 王 0 处 连续 。 


| ga ze 


【 例 2.18】 设 函 数 g(2) 连续 ,g(x) 一 | ,又 f(z) 在 zx 一 0 处 可 导 , 且 


0， 工 一 (0 
太 (0o 关 0 求 Ra 三 所 pz 条 在 元 三 0 全 的 导数 . 


几 | seo]， #0 


【 解 ] F(x) = /Lp(z)] = | 
太 C0) ， zx=0 


dD #|| sd | Pe 
= = 2 


i i ee 
几 | .scod 60) [gwar | ga 
= li) i 


| gq —o 

0) lim 8 一 f (0)gC0). 

TI*0 3 

〖 例 2.19】 设 了 f(x) 三 | lIn|z||, 求 f(z). 
— lnz, Or 
Sy 
(rs Tl 
显然 ; 当 工 = 二 0 时 ,f(x) 无 定义 . 
六 一 ， 


【 解 ] f(z) 一 


0 < 2 HCY = Clr)’ < 卫 ， 


又 六 GD) = lim HO = = 


ET 


>] 


KC = im LA 2 2 me 二 1; “让 了 (CD 不 大竹 
Ey ~ 


1 


当 一 1 二 x 二 0 时 ,f(x) = [一 ln( 一 x)] = 和 


当 工 < 一 1 时 ， f(z) = [ln( 一 z)] = 二 ， 


未 天 本 二 < Cr eat (= 已 A 二 汪 lim ss 


eS Mr 
i ts RE J 
FF i ‘im i 0 i 
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在 . 
2 lz ls 1; 
EE 


综 上 所 述 f(x) = , 
> Oe lw le 1 


[frar las, rz<0 
【 例 2.20】 设 f(z) 连续 , 且 f(0) 一 0, 令 F(z) 二 4 ; 
上 In[I 十 zz 十 DJd， zz 之 0 


求 下 (0)， 


FCz) 一 Fo) _ |， | [| mod ja 
i ED 


区 = 从 


【 解 ] F’ (0) = lim 


r=0 


又 | ln[l 十 f(z+ 2a]d 


， = lim| f(Ddr = 0 


令 w 一 工 十 ! 


| al 十 7(z) ldu, 


fin me 厅 


F400) = im He = in 

过 0 rd 0 z 

= limln[1 十 f(x)] = 1n[1l 十 二 = 
故 ”F'(0)=0. 


题 型 K ”高 阶 导数 的 求法 | 


【 解 题 提 示 】 求 高 阶 导 数 的 方法 有 :直接 法 ( 即 求 出 所 给 函数 的 1 一 3 或 4 阶 导 数 后 ,分析 : 
.所 得 结果 的 规律 性 , 写 出 n 阶 导数 ); 间 接 法 (即将 给 定 的 函数 通过 四则 运算 ,变量 蔡 换 ,泰勒 级 
数 等 方法 变换 后 求 出 nn 阶 导数 的 方法 ) ,间接 法 是 常用 方法 ,务必 很 好 地 掌握 . 尤其 是 以 下 类 型 ， 
(1l) 分 式 有 理 函 数 的 高 阶 导数 ,一 般 是 先 将 有 理 假 分 式 通过 多 项 式 除 法 化 为 整 式 与 有 理 : 
真 分 式 之 和 ,再 将 有 理 真 分 式 写成 部 分 分 式 之 和 ,最 后 念 (zz)m 一 mlm 一 1)…(m 一 十 
1)zr… 写 出 所 给 定 的 有 理 函 数 的 n 阶 导数 . : 
|: (2) 三 角 有 理 式 的 高 阶 导 数 , 一 般 是 利用 三 角 函 数 中 积 化 和 差 公式 、 倍 角 公 式 逐 次 降低 函 


数 的 次 数 , 变 为 coskr ,sinkr 之 和 或 差 形式 ,再 用 sin kz 一 krsin( 妈 十 n， 训 ) ,cosmkz 一 


‘krcos (kr 十 m。 对) 号 出 函数 的 nl 阶 导 数 . 
(3) 利用 函数 的 泰勒 级 数 展开 式 , 求 函数 在 某 点 处 的 高 阶 导数 . 


【 例 2.21】 求 下 列 各 高 阶 导数 : 


3 
本 过 3 
0 (2)9'= x lnx;s (2)y a 
【 解 (1)y= 
/ Ld mW 31 
一 2 $ > 一 ; 

Y 党 A a i eS 
方 四 一 (元 三 
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(2) y’ = 3x:lnr+zx; yy = 6zlnri+5r; y= 6lnr+ll; y= 全 
ye se 3 9) =6 (DD ye Se ee 4)1 (72 4) 
TC 站 


1 本 1 NE 
CR 3 = 


CN n nl ] ns = 
> | zx A a 
【 例 2.22】 求 下 列 高 阶 导数 . 
(1) f(z) = sin 十 cos2z, 求 Fa (nD); 
(2)f(x) = sinzcoszcos2xcos4zmcos8zs 求 f(z). 
【 解 】 (1) 由 公式 直接 有 f(x) 二 (去 ) sin{( 到 十 7 到 27cos (2z+n > 
28 
故 。 Fe (x) 一 (去 ) sin( 可 十 28X 杰 ) 二 28cos(2x 十 28X 玛 ) 


二 (去 ) sin( 可 十 lx) 二 28cos(2r 二 14m) 一 ( 主 ) 十 228, 


(2) f(x) = 了 一 工 sin4zcos4zeos8z 一 二 sinl6z， 


2 
fe 调 (16)"sin (16x 十 n 。 下 )= 16" sin(16zx+n S 让- 


【 例 2.23】〗】 设 y = arccotz, 求 jy 局 (0). 
【 解 〗】 ”vy 三 (arceotz) 三 一 ] = (1 三 rr 0.), | wl1. 


, 2 > se Ek 3 1 Ge = 六 } 2 
所 以 y= 二 (z 5 (= 元 于 这 ) 


雪 一 zz 十 地 江 一 二 并 十 十 (一 1 TI 二 © 
又 ” f(z) 在 zx 二 0 处 的 麦克 劳 林 级 数 展开 式 为 
y= f(z) 一 到 十 Or. " @ 
对 比 @,@ 3 的 系数 ， 得 
7 看 (0) = 0,7errb(0) 一 (站 十 1)1 与 = = (— 1)* (2k)1, 
| 题 型 X 杂 例 | 


【 例 2.24】 设 一 有 理 整 式 f(x) 满足 关系 式 
XZ) 二 (一 Xz 了 (x) 十 3f(zx) = 0, 且 f(0) 三 开 , 试 求 该 整 式 . 
【 解 】 设 f(z) = 王 aoz 十 下 十 和 十 必 , 则 
f(z) =wasr = Dar PE 3 
fx) 三 n= az™ wm a2. 
因为 zf"(z) 十 (1 一 xz) 六 xz) 十 3FGz) = 0,， 
所 以 开交 (天 一 Daoz 二 (nln—2)azrz™ 二 .| 二 (1 = xz)[naoz" (nO— 
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Daz”™ 十 …] 十 3(aox" 十 aix”™ 十 … 十 a) = 二 0， 

比较 两 边关 于 we” 的 系数 ,得 3ao 一 20 一 0 之 N=3， 

于 是 可 设 了 (xz) 二 az’: 十 bx’ 十 二 ad， 

因为 f(0) = 二 1, 所 以 d= 1， 

又 ”jz)= 三 3ar? 十 20r 十 cy 大 (z) = 6az 十 25, 代 入 已 知 关 系 式 ， 

得 rz(C6az 十 28) 十 (1 一 并 (3az2 十 2phz 十 0) 二 3(az’: 十 bx’ 十 cx 十 1) 二 0 


过 (9a 十 Dz 十 (46 十 2c)z 十 (ce 二 3) 一 0 过 c= 一 3,6 = Sa = 一 十 : 
i 1 3 3 2 
故 J 
【 例 2.25】 以 下 结论 正确 的 是 IE 河 


【 解 】 


(A) 设 v = g(x) 在 zo 处 可 导 , 而 y= 二 flw) 在 w == p(xo) 处 不 可 导 , 则 复合 
函数 > 一 fLg(zx)] 在 xo 处 一 定 不 可 导 . 
(B) 设 x = p(x) 在 zo 处 不 可 导 , 而 y= 二 f(w) 在 w= 二 p(xzo) 处 可 导 , 则 复合 
函数 y = fLy(z)] 在 zo 处 一 定 不 可 导 . 
(C) 设 w 二 p(z) 在 zo 处 不 可 导 , 而 = f(w) 在 w = gp(zo) 处 也 不 可 导 , 则 
复合 函数 y 三 fLp(x)] 在 zo 处 一 定 不 可 导 . 
(D) 以 上 结论 均 不 正确 . 
(A) 设 二 p(x) 二 在 x 二 0 处 可 导 ,y 二 fl(u) 一 | 妈 | 在 x 一 0 处 不 可 导 , 但 复 
合 函 数 y= 二 有 Lp(Cz)] = xz 在 xz = 0 处 可 导 . 
(B) 设 w 二 gl(z) = 二 |z | 在 zx== 0 处 不 可 导 ,y 二 f(x) 三 w 在 ww 二 0 处 可 导 , 但 复 
合 函 数 y== [Lp(Cz)] 王 安 在 工 一 0 处 可 导 . 
(CC) 设 * = q(x) 二 x 十 | | 在 x 二 0 处 不 可 导 ; 而 y= 二 f(u) 三 2 一 |x | 在 ww 二 0 
处 也 不 可 导 , 但 y= fLy(z)]==z 十 | zx 一 | x 十 | zz1|==0 却 在 z= 二 0 处 可 导 ， 
由 排除 可 知 (D) 入 选 . 


【 例 2. 26】 设 f(x) 对 于 任意 的 zx 及 a 满足 元 | f(Dd = 


证 明 :f(z) 是 线性 函数 . 


【证 】 由 f(x) = 元 | fdiaz 0) ,由 连续 性 的 定义 易 证 f(x) 是 连续 函数 ,而 f(z) 作 
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为 连续 函数 的 原 函 数 也 必定 是 可 导 的 , 且 其 导数 六 (x) 也 连续 ,依次 推理 f(x) 任意 
阶 可 导 . 


原 关 系 式 二 24af (zx) = | fea, 


两 边 对 a 求 导 ,得 2f(zx) = jz 韦 网 地 之 一 0 一 协 王 -7 二 十 列 斗 屎 全 天 ca)， 
再 对 a 求 导 , 得 f(z 二 a) 一 f(x 一 4) =0 寺 f(zi+a)= ff (ra),; 

令 a 二 zx 关 0 过 了 (2z) 三 IC0). 由 此 可 知 无 论 z( 天 0) 为何 值 , 广 (28) 为 一 
常数 ,于 是 六 (zx) 为 一 常数 ,不 妨 设 了 (zx) 三 久 则 zz) = 人 民 十 C. 

即 f(x) 是 线性 函数 . 


第 三 章 ”不 定 积 


题 型 T ”第 一 换 元 积分 法 (次 微分 法 ) ， 


【 解 题 提 示 】 1. 要 热 练 掌握 凑 微 分 法 ,必须 牢记 如 下 几 种 凑 微 分 形式 


: (1)flaz’ tb) zr™ dz = 二 f(ar" +b)d(lar"+6) (2)f(e’)e’dx = f(e’)d(e*) 

joy( 代 ) 军 = 一 (三 )a( 三 ) CanE) 下 二 Gin) 

: 这 还 x , 

(5)fWz) 旦 后 = 2f Wz)dVz) (6) f(sinr)coszdz = f(sinz)d(sinz) 

: 六 

: (7)f(coszr)sinzdz 一 一 f(cosr)d(cosz) (8) f(tanz)sec’ zdzx = f(tanz)d(tanz) 

: (arcsinzx) | 
| (9) fl(cotzr)ecsc zdzr 三 一 f(cotr)d(cotz) (10) Lehed ds 一 f(arcsinr)d(arcsinz)| ; 
: Vl— 2 : 
: (人 dr = f(arctanzx)d(arctanz) (12)sin2zdz = d(sin’7x) =— d(cos’ 7z) 
e131 + nzydz =/dCxlnz) QD Litar = af) 

H Br TX 


eh 区 1 . 

|asy (ts)d(s)= a(n) G6)(1 士 去 zj]dz 一 d(z 干 二 ) . 

” 2. 站 微 分 法 的 技巧 : 
对 |g(z)dz, 将 被 积分 式 5Cz)dz 写成 /(z)9(z)dz 或 约 到 ,其 中 f(z) 较 g(z) 复杂 .对 

cn 或 构成 f(x) 的 主要 部 分 求 导 , 若 其 为 PCz) 的 常数 倍 , 即 (7z) 一 hp(z), 则 p(z)dz 一 

二 ddz) ,或 BCz)dz 一 过 df (z)dz. 其 中 民 为 常数 , 太 。(z) 为 7(z) 的 主要 部 分 . 

3. 复 杂 形 式 的 次 微分 法 

分 子 、 分 母 同 乘 (或 除 ) 以 一 个 因子 ,然后 再 仿 前 法 凑 ( 或 凑 其 中 一 部 分 形式 ). 

常 乘 或 除 的 因子 为 :z(2 二 1,2，,: Se ina 


【 例 3. 1】 0 


lIn2z l | m3 
ns Indx dk rey 
dx Ex 一: 填 
3)| : Co] 
(arcsinz)*: Vl— x’ e071 
= | ntlow .i | ln2 dz 
【 解 】 (1)1 2ln2 十 lnzr zx ( 21n2 十 i 


= mz 一 | Fra d(2ln2 十 lnz) = lnz 一 jn2。ln(2in2 十 lnz) 十 C 


= ln7z 一 ln2 。lnin4z 十 C. 
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a(z) 1 | ( 


3 
全 
3 3 NE 3 一 2 BN 
一 人 志 只 和 信 间 二 的 
_ 1 i 
Te Fl+c. 
C8 = | dCarcsinz) 一 一 
(Carcsinz) arcsinzx 
coal ee = 到 下 | e” dz 一 | dz =| d(e”) d(e™) 
eT VT 2 vem = Vl 


二 lnCe’ 二 + We 一 1 二 arcsin(e=) 十 C 
【 例 3. 2 了】 求 下 列 不 定 积 分 : 
| Mc larctad /Ee— 1 和 


(2)|tamz 。 sec’ zdxz; 


2 

eel -Esme ， | 1 十 cosz | 
G)| 1 十 cosx ds A ee 

(XC— 1)arctan Vr— arctam yr = 8aECtSiLA 二 站 

【 解 〈1)7 = | PV eta < | en xz 一 dz 
| Ld | bs | 
= 2|arctan 一 ?| CA de rept MT yA 

(Vz—1y 二 1 


= etah W/ErFd 一 二 到 一 人 Vi ld(arctan vi — 1) 
一 2wWz 一 larctan Vz 一 1 一 lnz 一 (arctan Vr—1)+4C. 


(02) 二 J ant zsec:z ， tanzseczdz 一 | (seez— 1)’sec: Zz» d(secz) 


= | ee — 2sec'z+ sec:x)d(secr) = 六 sec’z 一 于 seciz 十 see'z 二 CG. 
a en os Fa 
GT= | 一 一 一 一 一 于 此 = | 一 一 dz 十 |e tan 3 dz 
2e08’ 和 2cos’ 备 


|eactan > + |tan SE) = ertan 站， 


而 所 三 | COS 工 至 z= | 二 一 已 二 d(sinz) 

1 十 sin’z 1 十 sin2 如 COS2 工 - 2sin’ xz 1 sin*z 
2 dz 和 =| d(tanz) 
一 | i 十 arctan(sinz) i en 十 arctan(sinz) 
一 7 +-arctan(sinzx) 二 'C 

A 
【 例 3.3】 求 下 列 不 定 积分 : 
2 2 
| 1 sh C2] CE 十 光 是 本 
i ] 双人 
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(3) | 汪 和 cif -RL la 


sinzcoOsz 人 fz) 


一 A 


re 1 eds) Hl) +e 


与 In(zx 十 V1 十 x*) 相 比 ,后 者 复杂 ,而 


【 解 】 (1) [一 二 与 ni 三 相 比 ,后 者 复杂 ,而 (ln 


(2) 


1 
Vl 二 zx 

In(z 十 VI 手 过)] = 
[ 


er 
se Tn 

于 是 a VIT Rdlnc t+ VIFTE)]= Sm + /I TEV. 
(3) 因为 [ln(tanzx)] = 全 1 


eR i 
tanz COS2 工 SINTCOSI 


所 以 工 三 es 一 ln’ (tanz) 二 CC. 
(4) 因为 被 积 函数 的 两 式 均 无 法 积分 ,所 以 必须 进行 通 分 , 通 分 后 有 


Frz)P2Cz) 一 产 (EEC 到 A A (zx) SA 
Cy f(x) fz) 
a 
全 -fie 2 (FE) +C. 
【 例 3.4】 求 下 列 积 分 : 
] 二 az | wel 
| Ct a ml ze) 
1 r Te 过 
| a (| 
1 oo lnx 
1 
【 解 】 DI= | 一 dz 一 | 一 id(1 一 宇 )= 一 和 +C. 


Ce 


| WR i -| 1 =|( 直 一 1 5 
人 | i Er 二 2 fi 1 ser jaczs ? 
lIn(wxe’) = nl we) C= wiy = 2 
人 | 二 Ee 十 3 J 

lx! 


a 全 0 
+ ia 

= + 十 才 i 

二 和 六 本 -二 ie 
= 可 a | i 
et 

十 z 十 二 1 zx 二 

Bt 并 二 (e+ 1 
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下 各 


| 1 
| 一 一 一 | 十 一 -arctan 二 
4V2 ste+! 3 万 
DY A aa dd EE gl Sinz + weosz ! } d(xzsinz) 
xsinz(l 下 元 Si 人 1 十 元 SimZy Xsinz(l xsinz) 


L jdGzsinz) 一 ln | zsinz | 一 ln |1 十 zsinz | 十 C. 


区 二 1 二 zsinx 
【 例 3. S】 求 下 列 不 定 积分 : 


| i (2)| — ee “Sms jz， 
Si XC98: x 
i 


(sin’ xX) 二 (cos x) = (sin’ x cos 7z)(sin' zo sin zcos: rcos' zr) 


【 解 】 (1) sin'xw 二 cos'w = 


= sin'x++cosirz— sin’ zcos'z = (sin’z+t cosr)’ — 3sin: zcos’z 


= Tsin:27 志 Td eos 32), 
d(tan2z) 
4 二 tan’2x 


| 4dzx 


i Wr le 
1 十 3cos? Be cos’ 2zx(3 二 sec’2x) 


一 arctan ( tan2x )+ [人 


(21 = [= — Sinroose, gn | ee sepee dz 
i re 
ee i 
2 
— 8 [er = sinzd(— sinz) “一 sz Je: 
ek 1 — sinz) | 
i 1 1 ex du edu 
= 引 l (a | ee | 
ex dz 人 e*du -一 BE “nr 
| 1 十 并 这 二 网 a = 


| 题 型 ”第 二 换 元 积分 法 | 


【 解 题 提示 】 常用 的 有 两 种 变量 替换 ; 


(1) 三 角 代 换 . 通过 这 种 代 换 将 根 式 积分 化 为 三 角 有 理 式 积分 . 
被 积 函数 中 含有 根 式 相应 的 三 角 代 换 


【 例 3.6】 求 下 列 不 定 积 


(1 x )arcsinzx zlnz 
| Deriney,, 2) | 二 2 和 六 
了 本 大寺 2 人 
| 一 一 和 一 一 lz ed 
(z+2) Vz 4r—= 12 Zar 
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zsint [FF(1++ sin’t) a| t | 
【 解 】 DT | 二 costdt 二 + |zdz 
=— |id(cow) + 2 二 一 teott 十 ln | 'si# | 站 Fe 直 汉 


Vi 一 之 


一 一 一 一 -arcsinz 十 ln | 工 | 十 Carcsinz)’ Fe 


(2) 邻 工 三 taint;s 则 dzx 二 sec*tdz; 于 是 
Te | tantln( tant) 


Secat 


» sec’tdt 一 | mcaanosinrd; 三 一 [Inctanp deos?) 


一 一 costs ln(tant) + Jeost . dt 一 一 cost。lnCtant) | 


tanzt COS 上 


sint 
=— cost * lIn(tant) | cstt— cott | 二 GE =— 二 十 In We 
Mv 到 


(3) Vx: 十 47z 一 12 = 二 VCxz 十 2) 一 径 , 令 并 十 2 三 4sect, 则 dz = 4sect。tantd 


下 LS， 2 uy 
于 是 工 = a 4sect tantdt |seeed: > | 


= ln | sect tant =3+C 


_ le mi 4 

== a parccos 二 二 7 十 ( 
5 1 4 

=Ini|z+2+ Vr Far—12|— 3arccos s+C. 


(4) 令 工 三 2asin’t, 则 dx 三 4asintcostdt, 于 是 


b= |2asine, » Wasint . 4asintcostdt = 8a’ |sin'sdt 
2acost 


= ga | (2 ) a Es «| — 4cos2t + cos47) dz 


二 3a’t 一 2a’sin2t 征 Te sindt4C 


= 3a’arcsin | 2 ME 


(2) 倒 代 换 :( 即 仿 (x 土 4) 一 地) : 
设 m,n 分 别 为 被 积 函 数 的 分 子 、 分 母 关于 (zx 土 a) 的 最 高 次 数 , 当 一 由 之 1 时 ， 用 个 代 换 


【 例 3.7】 求 下 列 不 定 积分 : 


WE > (| Oo: (| dz 
并 了 Vz 一 1 (zw 二 1) wz 十 27x 


【 解 】 (G) 令 zz 一 二 , 则 dz = 一 二 dz, 于 是 


1 je 一 去 ( -去 )dt== [VI] Va idae 1) 
43 


2a’ 3 ey l 3 
另 解 , 令 工 三 asint( 略 ). 
(2) 令 工 一 二 , 则 和 三 = 坪 册 ,于 是 


E t 1 J de) 
ba 1 人 二 )d = | Od T= 


t 
fe i 
二 arcsin(t ) 十 CC 一 6 arcsin ( 亏 + fe 
1 
令 z 十 1 3 
G1=| -一 dr———| : (= 去)d 
(到 下 二? (天 十 1 一 1 sl t 
#2 
edt (1=—£)d Ne 二 pd 
WO | 一 
Ml V1 有/ Vl 


le a = sal ee Hs 
一 到 == FSarcsint arcsint 十 C Farcsin 二 1T 十 也 CG 


| 题 型 五 ”分 部 积分 法 | 


【 解 题 提示 】 分 部 积分 公式 | vdv 一 ww 一 |vdu, 用 分 部 积分 法 求 不 定 积分 关键 在 于 :恰当 


地 将 被 积 函 数 分 成 两 部 分 . 选择 4 和 du 的 原则 :四 积分 容易 者 选 作 do; 求 导 简单 者 选 作 ze 
在 二 者 不 可 兼 得 情况 下 ,首先 要 保证 前 者 . 简单 的 分 部 积分 为 如 下 几 种 形式 . 


喜 | 已 Gepeedz,|PCz)sinazdz,| PCz)easardr 型 积分 ,其 Pi(z) 为 的 n 次 多 项 式 ， 


ha 均 为 常数 ,uy,dv 的 选取 是 ;u(x) 二 P,(x),dv 二 es dx( 或 sinaxdx,cosardx). 当 P,(x) 的 ; 
次数 较 高 时 ,用 如 下 表格 法 十 分 简便 快捷 . 


z 的 各 阶 导 数 


sD 的 各 原画 数 5 
1” 推广 的 分 部 积分 各 项 (不 包括 符号 ) 为 从 左上 到 右 下 错位 相 乘 ， 最 后 一 项 : 


‘wj vdzx. 


2” 各 项 符号 为 ”十 ”一 ”相间 ,最 后 一 项 的 符号 为 (一 1)”. 
3” 当 P(x) 的 某 阶 导数 为 0 时 , 求 导 和 求 原 函 数 的 工作 停止 进行 . 


【 例 3.8】 求 下 列 不 定 积分 
(| 十 2z 十 5)erdzi C2) | C2: — 3z+ Dsin2zdz. 
【 解 】 
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T 一 一 (z 刀 十 2rz 十 5 十 3z 十 2 十 6z 十 6)ez 十 C 王 一 (之 十 3 之 十 8z 十 13)e 十 (C， 


了 一 一 2 一 3 并 十 1)cos2 并 十 (2 一 3)sin2z 秆 cos27 十 C 


二 = 天 (2 eh De (C27 EST 二 站 


B. | sin(az 十 四 dz, | cos(az 十 6b)dz 型 积分 ,其 中 上 ,a,b 均 为 常数 .该 积分 只 只 要 记 住 如 


:下 公式 即 可 . 
: (ee) (sin(az + 6))’ 


in(az + b) 
BB sin(az +b)dzr = ek :所 
ee[Rsin(Caz 十 0) 一 acos(Caz 十 0)] 
亏 性 十 as Es 
(ee) (cos(az + 6b)) 
[2 
ee 2 ee cos(Caz 十 0) 
| eta 9 中 


CC: ia (xz)lInzdz ,| Cz)arcsinzdz,|P， (Zr)arctanzdz 型 积分 . 
@ 该 型 积分 , 选 u(xX) 二 Inx( 或 arcsinx,arctan7x);dv 一 P,(x)dz. 


@ 利用 arcsinzx 十 arccosz 一 3 ”arctanz + arccotx = :可 把 


| (x)arccoszdz, |P, (x)arccotrdx 化 为 |P， (x)arcsinrdz, 公 (zx)arctanzdzx. 


| @@ 当 1lnzx,arcsinz,arctanzx 的 次 数 高 于 1 时 ,最 好 先 作 变量 替换 化 为 指数 函数 、 三 角 数 与 
多 项 式 乘积 的 积分 ,然后 用 表格 法 ,最 后 还 原 变量 . 


【 例 3.9】 求 下 列 积分 : 
Wz nx) dz; C2)| qz; 


(3)|zarctanzrdzri (4)| arcsinz)' dz. 


EM XI) 人 Slnz = wr = edr = edu, 
I = |e * ue"du 二 ‘edu, 


半生 还 厌 ， -中略 TS 证 工 起 | 
he Zz In 工 十 TI TS ln + : 及 证 


(2) 令 lnz 二 册立 全 ed 二 edx 到 是 


至 | 全 。 za enda 一 |ewdu, 


T= 一 (ww 十 3u 十 6u 十 6)e™ 十 C= 一 (mz 十 3ln*x 十 6lnzx 十 6)。 二 十 C 


TC RE 二 但 之 下 二 1 下 [到 dz 
(3) 上 arctanirdz 3 arctanz aT dz 一 3 x arctanx sp a 
2 EE 区 
= “arctanz #|( 1 1 二 dz ) 


2 PR 到 2 n、 
一 二 arctanz 6 + 语 In(1+z) 十 C. 


(4) 令 arcsinz 二 ,x 二 sinusdx 二 cosudu; 于 是 


T= sinu + dcosu 一 1222Sin — 24ucosu + 24sinu + C= ,(arcsin'z— 


1l2arcsin*z 十 24)z 十 (4arcsin’:x 一 24arcsinz)(V1 一 x ) 十 C( 变 量 还 原 ). 


dz 
(za)(zr+t+ ob) 


(z+ a)ln(x+a) 二 + (z+b)lIn(z +6) = | 了 宇 二 4) | 二 久 
【 解 ] 工 二 《7 秆 业内 A Tb dz pa dz 


In(zx+b) | 二 多 
| z+a ee wh 2 


【 例 3 10】 |mre tr 轧 写 下 


= nr-ad)ln(e b= 


二 In(x 十 a)ln(x 十 闪 十 C. 

了 .复杂 形式 的 分 部 积分 Te : 
ote 
ee 

【 例 3.11】 求 下 列 不 定 积分 : 


: zlnz 3 :tp 
| jd $ | :mdl -x ) arctanzxdz; 
(| es | 时. 

HE a 


。 【和 解 题 提示】 四 被 积 函 教 中 含有 对 教 函 数 lnr 的 积分 时 ,一般 是 这 样 考虑 : 先 试用 次 微分 
:法 ,不 成 ,用 分 部 积分 法 . 用 分 部 积分 法 积分 时 ,通常 取 w 二 Inz.@ 被 积 函 数 中 即 含有 对 数 函 ; 
妆 ， 又 含有 反 三 角 函 数 ,通常 是 取 坟 为 反 三 角 函 数 ， 
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| lnzx d 
ED 一 (关于 | 玉生 
lnz dz Ee Inzx 于 ] ( 1 ) 
i ED 尺 二 二 i 
i 


(2) |zlnGl + 7) 区 te Ee le ee: 


是 二 Jaretanza[ ; 


40 4 于 史 ] 


we Se 


dz 


El 二 x )ak1 T+) arctanz -去 |[Ci+ PC 十] 
1 古本 


| 


作证 #|na +ziydz+ 二 | Td 


= 地 [(+ ya srk 一 3Jaretanz 一方 xin(l 十 x ) 十 六 x 十 C. 
a a 
C31= |ze |= |e a 
Sa x 1 . ee 
(4) I = a ee ry 


a |ea 
0 入 


过 


| 题 型 P| 


[ 解 题 提示 】 


(WW 大 少 囊 分 趟 通 最 的 积分 引 判 : @ 将 装 积 总 当 ( 夫 条 是 候 分 起 的 话 ) 通过 多 : 
项 式 的 除法 化 为 整 式 与 真 分 式 之 和 的 形式 ,再 将 真 分 式 分 解 成 部 分 分 式 之 和 ;@ 分 项 积分 , 即 
得 有 理 分 式 函 数 的 积分 

: (2) 次 数 较 高 的 有 理 分 式 函 数 的 积分 


分 最 好 先 分 析 被 积 函 数 的 特点 ,采用 次 微分 法 或 变量 


【 例 3. 12】 计算 如 下 不 定 积分 


(| 二 


dx 
2 re 二 192” 
(4)| 亏 一 一 本色 交 二 让 并 


y= 
sl 
oe 文 二 下 


| i Tir 
Ce ‘| Ui 
【 解 】 (1) 令 z= 二 ,dx 一 一 二 dt 则 
和 
(+ 十 ) i Ml 
£2 
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(ll Mn wh Dn | =-| a 
万 十 1 光一 ( Lj 


一 一 Ea 十 上 一 arctant 十 C 


一 一 3 十 二 一 arctan (二 赎 5 


如 dd ea 于 10 
21 | 10 ZI0(] 于 md 放 


令 妈 一 1 


& 士 1 一 & 
寺 | i “ee 


= 


和 rr | ee ee [w= He 


1 
EE 一 一 一 10 ES 
Lal | in + i 
J 


1 = 司 | ]— -| 二 
2 a 8 RY A a 


一 站 | (二 一 车 ) 虹 一 于 [nz 一 2InGiHHao] 十 C 
一 言 [in 达 一 2Int1 十 z] 十 C 一 让 | | 一 计 In(l 填 xz 和) 十 C 
(4) 令 z 一 2 一 了 ,dz 一 一 二 dt, 则 
1 
Ie (hr) 


了 85 96 97 98 i 6 a 起 | 
者 Ke 十 671 十 10127 十 52 dt 二 (条 ey i + 部 ls 


A -最 请 
986 (x=2)% 97 (xz—2)” 0 Wo 99; 区 (元 二 人 0) 蝇 让 
R i 天 中 想 北 ` 丰 他 | uw du 
pe 人 二 ee ET ee Ce 
sd 本 要 


= 二 arctan 一 1 2 ? 
yp 1 u du 
由 递 推 公式 | 二 5 上 i) 


直下 三 arctanu 一 = a Farctanu 必 全 


n 


要 本 S u 到 村 wy > 
to 下 1 4sC Farctanlz ) Dn 1) Cs 


第 三 章 不 定 积 分 


| 题 型 ”简单 无 理 函数 的 积分 | 


【和 解 题 提示 】 0 去 掉 根 号 ， 化 为 有 理 训 数 的 各 


ar Fb /ar++b SE bh 全 十 Ny 
分 . 最 常见 的 积分 为 |R(z zn 人 Nn dz, 基 解法: 令 坟 er 


为 7 9722 9 °° 97 的 最 小 公 倍 数 ;化 为 有 理 函 数 的 积分 . 
人 @ @ 解 题 时 先 将 无 理 函 数 的 分 子 或 分 母 有 理化 ; 
@ 能 用 凌 微 分 法 尽量 用 . 


(DI= | 二 天 一 dz VWI- | 一 一 一 一 一 一 一， 
站] Ne A 
3 二 -a 
【 解 】 (DT 一 二 | 于 二 一 dz 一 于 | 太志 二 dz) 
3。Vz 十 ] 3 Vz +l 


= 于 |@ da ee a 
= 车 (z bE 一 二 人 eC 
xXxdzx zdrx 
fl 2 he Ma Vi /a 
| a ~ 
2 


(2)1 = 


dl Wl VT A es VA 
= VE vi TG 


| 题 型 ”三角 有 理 式 的 积分 | 


【 解 题 提示 】 对 这 类 积分 的 基本 思路 如 下 所 述 . 
(1) 尽量 使 分 母 简单 . 为 此 ,或 分 子 分 母 同 乘 以 某 个 因子 (或 利用 公式 1 一 cosz 一 2sim 村， 


1+eosz = 2cos? 沁 ) ,把 分 母 化 为 sin*x (或 cos*x+) 的 单项 式 , 或 将 分 母 整 个 看 成 一 项 . 


: (2) 尽量 使 三 eh 
式 达到 目的 ， 
: 1， (3) :利用 变量 替换 化 为 有 理 函 数 的 积分 

常见 的 积分 类 型 及 所 作 的 变量 替换 如 下 所 述 ， 


Gy |Rcsinz)eoszdz ,|RCcosz)sinzdz,|Rctanz) sec’ zdrx, 


分 别 令 sinz = 二 ft5e0sX 二 tytanz 二 堪 


(2) 若 R(sinzx,cosx) 二 R( 一 sinx, 一 COSX)， 则 |RCsinz ,cosz) dz 一 |R. (C2) de, 


RR.(1) 为 1 的 有 理 函 数 . 


(3) 一 般 的 三 角 有 理 画 数 的 未定 积分 ， , 作 “ 万 能 置换 ” 令 tan 本 二 总 可 以 化 为 t 


的 有 理 可 


A 因为 有 理 函 数 的 积分 很 繁琐 ,除非 迫不得已 , 一 般 不 作 “ 万 能 置换 ” 但 如 下 积分 


| = dz,| 和 又 非 作 ”万 能 置换 ”不 可 , 牢记 如 下 公式 : 
二 bsinz 


a beosr 
tan 二 一 tt sinxw = 21 COSX = ly de 2dt 
2 1 十 在 ” 1 十 妃 ” IT 十 下 


A.“1” 的 妙用 
【 例 3.14】 求 下 列 不 定 积 分 : 


| V1 sin2rzdr; (2)| < 


3 5 Zz 
Sin ZcOs’z 


EL = | Vsin x 十 cos*X 十 2sinzrcosrtdzx 一 | V (sint+ cosr)’ dr 


二 | sinz 十 coszw)jdzx 二 一 cos 充 十 Sin 天 二 CI 


1 0s 中 1 
Sin’ XCOs’ Zz sinixcos’w ,sinxcos’ x sin’xcos’z 
_ ain 608z 于 Sin2 工 十 cos:z Sinr 2 1 
sinzxcos’ x sin’ xcosiz cos’ x sinzcos'’ix sin’xcosz 
_ sinzx 2 sin:z 二 cos*:x ，sSinz 元 十 cos2 工 
COS’ sinxcos’ x Sin3 zcos 工 
Bing ef 2sinx 6 cOS 工 


Cos"xz cosr sin2x sin:x 


故 了 = 一 | Le 6Jesc2zdz + | Sn 
COS x in x 
= Tcos (元 十 cos :zx 十 3ln | csc2z— cot2x |— 到 sin ez 十 (Gs 
B. 利用 1 十 cosz 二 2cos: 3 eos 2sin’ > 简化 分 母 
【 例 3.15】 求 下 列 不 定 积分 : 
> 
z+ sinz | ee 六 
| 1 十 Ra 2 (| 1 十 sinzZ 十 co 
二 2sin Os 
EE 六 Y= | 一 -一 一 一 |—= 一 -一 -一 dz 二 an 和 dx 
2cos: 2cos: 
本 请 二 Re 到 
= |zd(tan 三) 二 | an dz Ztan 5 Jian 季 dz+ |tan 季 dz ztan 3 HC. 
we 
a tan 季 tan 了 
2 di 三 AR 
上 上 cosz Sn 26osz 三 斗 2 过 芝 cos 莹 
3 by 2 
tan 1 tan = 
| 一 
2 和 Es 
2cos (LE 工 十 tan 
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=- ee 本 (mn 生 )- on 生 -nm(0+mm 本 + 


C. 被 积 函数 的 分 子 、 分 母 为 sinz,cosz 的 线性 组 合 的 积分 :了 二 | rinze Oreosa pl 


asinzx 十 bcosz 
解法 : 令 ajsinzt 十 bicosx = 二 A(asinz 十 bcosx) 十 Blasinz 十 bcosx) ,其 中 A、B 为 待定 常数 ， 
可 通过 比较 等 式 两 边关 于 sinz,cosz 的 系数 确定 . 于 是 
T= Azr 二 Bln lcsinz 十 pcosz |+ CC. 
【 例 3.16】 求 下 列 不 定 积分 : 


(1) | 76cos 却 一 7cosz 一 3sinzdv， (2 | COS 工 
5cosz 二 2sinz ” acoszt bsinz 


【 解 】 (1) 令 7cosz 一 3sinz = A(5cosxz 十 2sinz) 十 B(5cosz 十 2sinz) ， 
比较 两 边关 于 cosz 的 系数 :7 = 54 十 2B 
比较 两 边关 于 sinz 的 系数 :一 3 三 2A 一 5B 
故 一 过 十 ln | 5cosz 十 2sinz | 十 C. 

(2) 令 cosz 一 A(acosz 填 bsinz) 十 Bacosz 十 bsinz) ， 
比较 两 边关 于 cosz 的 系数 :1 = aA 十 妇 B i 
比较 两 边关 于 sinz 的 系数 :0 = bA 一 aB qh 和 牛 酉 " a 十 本 


A=1,B=1, 


放 二 了 二 [ar 十 bln | acosz +bsinie |J+ GC 


D. 形 如 |sinmicosnz dz, sinmz sinzdz, [cosmr cosnz dz 的 积分 
解法 : 先 用 积 化 和 差 公式 进行 降 究 ,再 积分 . 


sinmx 。 COSNnz 一 于 [sin(m 一 2) 工 十 sin(z 十 2) 六]， 
sinmz 。Sinz7 一 于 [cos(m 一 Nn)z 十 cos(m 十 n)xj|]， 
COSMmr 。 COSNnx 一 LeosCm 一 n)xX 十 cos(m 十 n)x]. 


【 例 3. 17】 求 积分 |sinzsin 到 sin dz 


局 


ES I = 去 |sinz(eos 655 Bx)dr = 到 | (sinzeos 立 一 sinzcos | 


6 6 6 6 
| 三世 
= 地 |(sin Gt sin GT singw sin 区 
nn 
i (元 ces 6 元 9S GT 5 COs Gt eos 6 )+C. 
E. 形 如 |sin"xcos'z dz 的 积分 
解法 :1” 若 交 ,2 均 为 偶数 , 则 利用 公式 : 
Secosu 三 到 sin2x， sin 一 0 — CO82z), OF 到 (1 于 cs2 却 ) 


先 降 震 , 再 积分 . 
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2” 车 m,n 中 有 一 个 为 奇数 ,不 妨 设 为 奇数 , 则 
|sin"z cos"z dx = |sin"zeos™ zcoszdz = |sinrza — iii) d(sinz) 


= [Be 


题 型 下 ” 杂 例 


【 例 3.18】 求 如 下 不 定 积分 : 
(由 设 y(z 一 ?==z, 求 | 一 3 


a , 求 | 喜 dz 


【 解 】〗 (1) 令 z 一 y 一 已 则 yy 三 工 一 上 代 人 y(Gz 一 2 = 二 之 ,得 


Lb A 4 Ns 
(WA T Sax 4 Rd? (2 1)? 


2 1 ,二 外 到 一 站 et le i | t 
| a a a | 


tf:—1 2 1 


= 地 In 1 + C= FIn| i 


(2) 令 FJ DEF 三 区 
1 el _ 一 (4 十 3) 
得 = = A RU 


2 3 
1=| 坚 =| t oe + a tn 县 :di 
a PE 


一 一 (有 十 了 4 十 号 5) 十 C 一 一 (办 + 了 天 十 闻 由) 


【 例 3.19】 设 fl(zx: 一 1) = In — 


3' 且 fLy(x)] = inz, 求 [plz)dz. 


PT 


【 解 】 而 他 smd 所 以 f(x) 一 In 三 一， 


二 一 下 


i DE AD | 
法 ”We ml Inx 之 eh z 之 0(CZ) je 


于 是 [pCaz = | 于 jdx = i + oi)dr=z+t2lnlr—1l+C 
y= = 
1 
〖 例 3.20】 设 f(x) = arcsin(x 一 1)* 及 (0) = 0, 求 | fr: 
1 1 y 1 ~ 
【 解 】 I= | zzrcey| 车 (2 无 三 A) 和 人 xzarcsin(z — 1) dw, 
1 
两 -次 到 到 | repadz+ C0 = | arcsinCz — az 于 是 


1 1 \ 
了 三 | (1 — zx)arcsin(x — 1):dx = 一 | (ZC— 1)arcsin(z— 1)*dz 


Sd = (xz 1) 


1 1 
一 一 加 | arcsin(x — 1):d[ (x— 1)*] 一 | arcsinudu 
vo 0 
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三 了 | varesinv|， Fl 区 
2 4 


-| 有 a |- Se 
【 例 3.21】 设 Fer) = asinz 十 beosz(la’ 十 本 六 0 总 求 f(x). 


【 解 】 |f evedz 一 | reepoace 三 | casinz + bcosz)erdz 


> fl(e’)= ae sinzdZz 十 ole coszxdz 


(es)” (sinz) (er=)” (cosz)’ 
= 过 sinz COST 
a 十 忌 5 ee 


一 (sinz 一 cosw)e” 十 人 (cosz 十 sinx)e’ 上 IC 
ST 十 pb)sinz 十 (2 一 a)cosz] 十 C， 
故 ， 了 f(z) 一 SE 十 b)sin(lnz) 十 (6 一 a)cos(lnz)] 十 C. 


【 例 3.22】 在 什么 条 件 下 ,积分 全 十 如 二 cdz 表示 有 理 函 数 ? 


(ro—1) 
: Ce A A: | A: B) B; 
【 解 】 HT Er i 1 1)?” 


可 知 , 当 Ai, 和 0,B, 关 0 时 ,全 ,全 的 积分 为 对 数 函数 ,因此 要 使 该 积分 为 有 理 函 


数 ,必须 

A B= 0 

a B; 
故 Za8(Z 一 1 一 去 es 一 了 工 痉 ” 


ax’ 十 Dr > 1) 十 A:(r 一 1)2 十 也 ,zs， 


邻 Eee05 和 三 
工 二 1, 得 B, 一 4 十 2 十 c. 
并 结合 比较 x’ ,x 的 系数 ,得 
2 :Ay 十 盏 ; 三 0， 
Xz’:A; —2A, = a. 
由 ,@,;@,@ 可 得 所 求 条 件 为 a 十 26 十 3c 一 0. 


© e060 


53 


第 四 章 ” 定 积 分 


题 型 I “利用 定 积 分 定义 和 性 质 求解 的 题 型 | 


A. 求 极限 
【 解 题 提示 】 GD 直接 利用 定 积 分 定义 求 极限 (适用 于 :每 项 可 提出 因子 二 二 ,而 剩余 的 各 项 
之 和 可 用 一 个 通 式 表示 的 nt 项 和 的 极限 );@@ 利用 夹 表 定理 求 极限 (适用 i 
中 含有 以 n 为 指数 容 的 定 积分 ). 注意 :用 该 法 解 题 时 除 以 1 为 指数 需 的 因子 保持 不 变 外 ,其 余 应 
将 其 放大 或 缩小 ;@ 利用 积分 中 值 定理 求 极限 ;@@ 同时 利用 夹 通 定理 和 定 积分 定义 求 极限 . 
【 例 4.1】 求 下 列 各 极限 : 
(ly lim (二 cos = 二 十 二 cos 二 十 “cos 


Le 


因 反 让 
n 


(2) lim tt ,3) im sea C4) in| ee 
nk lim| 了 ce n 名 


【 解 ] (1) 因为 当 n 一 09 时 ssiH 二 天 二 


n n 办 nT 
十 一 cos 一 |sin 一 ; 
n nn n 


> lim (Seo8E)£= = | wcosrdz = nCcosl + sinf — 1). 
n 


no n 


(2) 因为 /中 + 全 、 yt) 


72 


人 [EE sretl), 
LE a 
于 是 加 ey Fo n (i+ 让 上 + 十 


1 | . 
又 et 二 (1 十 二 ) 
= 1+z)jdz 一 与， 
故 lim >) i 3 
(3) 因为 | sary, sin” Eo sing: In th,n<e<ntp, 


及 因为 limln 一 0, | siné |< 1， 


Wt 


np 只 
故 lim | sinzdz — 0. 
LN Ko 


(4) 因为 


i 1 
2 所 以 0 <|; 过 过 | Z"dz 一 ] 5 
0 


er 
J- er 区 于 工 


又 因为 lim 二 二 一 0, 故 lim| "Ee cdr = 
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【 例 4.2】 设 及 xz),g(z) 在 [asb] 直 连 续 , 朋 xzX 0sg8(z) 非 负 , 求 lim| g(z) Vf x) dz. 


【 解 】 因为 f(zx) 在 [a,b] 上 连续 ,所 以 f(x) 在 [a,b] 上 有 最 大 值 M 和 最 小 值 m, 又 由 于 
f(z) 汪 >0, 所 以 M 大 m0. 青 由 于 g(xz) 非 负 , 于 是 有 


Vm | g (x)dr 过 | ze en VM | gx)dz. 
li Wm = lo WS 
lim| g(x) PED | zcaodz 
B. 定 积分 的 估 值 
定 积分 的 估 值 问题 是 指 确定 常数 mM, 使 m(5 一 2) 二 | f(z)dzr 之 MGO 一 成 立 .其 中 MM 
要 求 尽 可 能 小 ,mm 尽 可 能 大 , 即 M,m 分 别 接近 于 Cz) 的 上 下 确 界 


【 解 题 提示 】 @ 或 者 求 出 被 积 函 数 在 La,5] 上 的 最 值 , 定 出 f(x) 的 范围 ;或 者 用 不 等 式 : 
的 放 缩 法 写 出 f(x) 在 Lab] 上 的 界限 ;或 者 二 者 结合 得 出 f(z) 的 适当 范围 ; oP 
0 he i 

【 例 4.3】 设 f(x) 在 [0,1] 上 连续 af(0) = 3, 且 对 于 [0,1j]. 上 的 二 切 z 和 yy， ed 


ee = | 成 立 , 试 估计 积分 | f(z)dz 的 值 . 


WR Oz 人 elNH | FA) = F007 | iz—=0|=| [ez; 
即 | f(x) 3 和 |) 3 中 s 


1 1 
于 是 | G—zd<| f(adr < |, G+zdr， 


又 由 于 [G3—zar =>， | G+z)dr= 工 ， 


故 3 <| far<7. 


【 例 4.4】 估计 下 列 积分 值 : 


下 < 和 村 i 
|. 2 2)| A G3)| 本 
至 工 考 下 sin 去 0 a 
Fa es SE Pry = EY = Er — tanz), 


a > zcosr 之 0, 所 以 f(z) 之 0. 


起: = * 蕊 
故 去 一 | soe ee 2247 = 如， 
2 i: Ee 和 车 全 于 2 
并 | 二 生 
2 0 2 


Ee 1 一 Zsinxcosz ea 
(fn) = pp” fC EE: ,过 | 
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可 知 f(z) 是 单调 减 函数 了 = 于)< f(x) 过/( 于 )= 三， 
Cr 
| 

对 十 Sin 并 18 


二 
(3) 因为 4 宇 4 一 x* 十 Xx? 宇 4 一 x:,yzx € [0,1]; 


l 
V4 V4 一 十 z? V4— xz’ 
hy We A i 
于 是 | yar<], F< A La 6 
1 | 了 wy 
. 2 < 上 er 党 
C. 不 等 式 的 证 明 


【 例 4.5】 证 明 inG1 十 四 过 1 十 序 十 言 十 “十 二 之 1 二 Inn 


1 


7 东 商 喇 开 二 ;因为 了 (7z) 一 一 二 之 0, 所 以 f(z) 单调 减少 ,于 是 


ntl 2 3 mtl1 
8 fndr = | /6drt| Feedz+… 二 | Codes 
-4 3 对 十 1 
一 | fdzt| .redz+…+| A 
二 f(D) 十 (2) 十 十 fn) 一 1 十 序 十 … 寺 过 ， 
即 In(n 十 1) 过 1 二 方 十 … 十 二 


nn 


~ flz)dz 


nl 


n 2 人 
又 1+| f(adz = 1+| fr)drt | Fe)dz 十 … 十 | 
1 
2 3 Ne 
>1+| fdrt+| As)dz 十 … 十 | fodz 
nl 
= 1 十 72) 十 7(3) 十 … 十 Ja) 一 1 十 元 十 于 十 … 
ET 1 1 
即 1 十 lnz 之 1 十 寺 十 过 十 … 十 一 ， 
| 


故 lnG1 十 四 之 1 十 襄 十 诗 十 “十 十 之 1 十 Inn. 


【 例 4:6】 设 函 数 f(x) 在 La,6] 上 连续 , 且 f(x) 0, 证 明 : 


【证 】 


1 b 1 b < 
[sal Car] 3a 


把 La,65] 分 成 等 份 ,因为 f(z) 二 0, 由 算术 平均 值 不 小 于 其 几何 平均 值 ， 


pl) 
sm Wt 4 天 We n i 


不 等 式 两 边 取 自 然 对 数 , 有 


于 是 有 


第 四 章 。 定 积分 


| sD 7 迟 33 Ein = Dnf), 
k=1 
由 和 于 大 双 有 及 i i 
< b—ia Ye Dr 
pA a 
b by 
故 | f(z)dr |> 天 二 | lnf rdz. 


题 型 ”利用 变 上 限 积 分 的 可 微 性 求解 的 题 型 


【 解 题 提示 】 解 题 时 要 牢记 如 下 几 个 公式 . 
设 f(x) 在 [asb1] 上 连续 ,x 忆 [asb]s 则 变 上 限 积分 有 


WFD = ED = (| fd)= fa) 
dz dx \Jia 


limin| 7 


1 d d [0 7 
(COPD = EF (| fda) = ya (zj 


> d d 7 fs® 。 ; ” 
(WF'(z) = F(z)) = 是 (| mod)= flgC7)]g C7) 一 了 LYCZ)] $C); 


ge | 5 Pe] 
FD = FN) = (| fg)d)= 十 (eco| fd) 


(zx) 
= C0) fat gla) 1LgC2)]. $2). 


付 若 告 知 /(z) 在 [a,6] 上 连续 , 则 变 上 限 积 分 FCz) 二 | / (2)di, 通 常 是 证 明 命题 的 一 
WS Re 


【 例 4.7】 设 f(x) 在 [1, 十 吕 ) 上 连续 , 且 f(x) 之 0, 求 
RD = | + Inz)— ( 夺 叶 mnz] Jf CD dC 三 1) 的 最 小 值 . 


EM RC = (2+1iz)| 2 | Fat)f Cd, 


Ce (= 二 十 二 站 f(at+ (三 +Inz)f (x)— (+inz)f (2) 


一 (= 喜 十 二) )| Food 


x 
由 f(z) > 0,| (Dd 之 0( 因 为 之), 令 F(x) =0, 得 二 名 => zx=2. 


| Fod < 0; 当 工 沁 2 时 ， 


三 


一 吕 


32| fd > 0， 
所 以 到 三 2 F(zx) 的 极 小 值 点 ,由 于 其 唯一 性 ,所 以 也 是 F(x) 的 最 小 值 点 , 故 
F(2) = lk [a I (二 十 Inz) oa 为 F(z) 的 最 小 值 . 


【 例 4.8】 设 f(z) 在 [a,5] 上 连续 ,x EE (a,6) ;证 明 : 
a7 
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ji EE| Eft f(D da a 
h-=0 h [3 


【证 】 因为 /(z) 在 [aw6] 上 连续 ,所 以 F(z) = | fCDdt 存 在 ,显然 F(a) = 0. 由 变 上 限 
积分 的 可 导 性 ;有 下 '(Cz) = f(z). 
又 “| 7ce+mDd Se [fad= | fo0du | fo 


放 li [Eye — f(af lim P(e+h) Plat) — FC 
一 0 —-0 
Te F(z+h)— F(zr)— [F(a+h)— F(a)| 
h-=0 h 


卫士 四 SP) = Ea h) =— RE(a) 
h 5-=0 h 


A 

= F(z)— F(a)= f(2)— f(a). 
【 例 4.9] 设 f(zx) 在 [2, 十 ss) 上 可 导 , 且 f(x)> 0, 又 有 所 [zz)] 过 一 上 f(z)(k 为 一 
个 常数 ) ,证 明 : 在 La, 十 ce) 内 ,有 Fz) 委 4Az ,其 中 A 为 一 个 与 x 无 关 的 常数 . 


r 证 】 由 所 [zz)] 人 


fz) 一 一 K 一 1 | 并 二 二 
Ee ed i 
-1 
三 - (3 区 


【 例 4.10】 设 f(x) 在 [a,b] 上 连续 , 且 对 于 任意 两 点 r,y,z 产 y 有 | f(D = 
吝 [f(z) 十 f(y)], 求 fz). 
【 解 】 ph fe 三 去 [Ef(z) 十 f(y)] 一 2 fat = (y= LfCz) + FJ 


妨 ” 计 半 w 测 2 fa = 3 dL + 7. 


由 变 上 限 积分 的 可 导 性 ,可 推出 f(y) 也 可 导 , 上 式 两 边 对 y 求 导 , 得 
2f(y) = fa) f(y) + (ym—a)f (y) 

df ,dy 
TON = a v=.a 


> (y—af (y= f(y— f(a) = 


积分 
=> ln[f(3)— f(a) j= ln(y—a)+lnC 


C= f(8) — F(a) 
b—a - 


= DA) = Cy 一 a)s 5 和 沦 y= 必得 
故 f(z) = ra) + fa). 
【 例 4.11】 求 下 列 极限 : 
CD 设 f(z) 在 [一 1,1] 上 连续 , 求 lim| 5 人 zf(z)dz; 
je he 


C2 求 lim| ， (1 a -二 )cos (于 x)dr, > 失忆 
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【 解 】 (1) 由 于 f(z) 为 抽象 函数 ,| jz/(z)dz 不 易 积分 ,因此 考虑 用 积分 中 值 定理 . 


1 下 


2 


因为 | fdr — | HM qz 直人 A Sp hf Cz) | 
i ke 3 


+z 民 十 2 
pa 理 沪 1 

a .a 上 ~ pp 二 f(&;)arctan= es 
he h hh 

其 中 一 1 雪 各 生 时 二 和 < 入 < 六 运 二- 二 本 
lL J 

i 下 = tan — -— drctall -2 | = 
出 雪 Se | limf(&) (are an si arc a) [ 


lim flé&;)arctan— 


= "Hm nf a (arctan — arctan 元 ) EE 
h-=0t h 


hot h Vh 


lim f (é&; )arctan 元 | 
h=0t h 


故 ” 原 极 限 = xf(0). 
(2) | L3)eos (3 —z)dz 
= L 1 一 | | ) (eos 3cosz 十 sin Bsinz dz 


利用 对 称 区 间 上 [1 ( _z 


一 一 一 一 一 一 兰 ) 序 coszdz = ’ ee ds 
奇偶 函数 积分 性 质 oh Wm t J 


1 1 
= limf(&) (ea 三 全 stctan 让 | = CO0)s 


h=0t 


hn La 
| cosxdz 一 Zzxcoszdzr 


= 0 0 您 
人 coszdz 二 hcosh— hcosh 
= lin Cos 
大 二 0 2h 0 多 
2x 0 
; 【 例 4.12】 已 知 f(z) 为 连续 函数 , 且 | zf Cdrt2| tf(27) dt 2w (ze 1Ds i《z) 在 


[0,2] 上 的 最 值 . 
【 解 】 先 求 出 f(x), 在 此 原 方程 的 两 端 对 工 求 导 : 


27 0 / 27 
左 端 = [了 | cod 十 中 ‘fC2Ddt | =| f(D 上 强 所 入 J oz Ry 


寺 | fae, 
右 端 一 '[2z3(rz 一 1)] 一 8zs 一 6z2. 
2x 
二 he f(t)dt 二 8x’ 一 6z ,两 端 再 对 xz 求 导 , 得 


2f(27) S242 oo 122 > If(Q7 = bom 1 = 3 dr(2FE— 1 
> fa) ZE 一 了 
再 求 f(x) 在 [0,2] 上 的 最 值 . 


f(x 一 6rz—3,| 邻 f(r)=0 会 过 三 


1 
-i 
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Pt of( 志 = 3X 广 xX (一 动 = 一 二 池 K2) pe 


比较 可 知 “了 (2) 一 6,f (去)= 一 子 分 别 为 f(x) 的 最 大 与 最 小 值 


【 例 4.13 设 flz) 可 导 , 且 有 f(x) 十 zxf (zx 一 1) = 4, 又 
se 十 上 Fe 一 Ddt= z+ 二 2x5 求 (I) 


【 解 】 | ra 二 | A = 二 | De 
由 题 设 的 方程 可 得 mw ld 一 到 十 zs 十 2 未 ， 


两 边 对 工 求 导 ,得 f(zx) + 上 yce= Ddti+zf(z—1)= 47 F374z, 


再 对 xz 求 导 , 得 f(x) 十 f(z 一 十 f(z 一 1 十 xf'(x 一 1) = 12zx? 十 6x 十 4， 
又 由 题 设 f(x) 十 zxf'(z 一 1)=4s 得 2f(z=1) =12z? 十 6z 
= F(x=1)= 67 + dE 
故 f(x) = 6(z 十 1)? 十 3(z 十 1) = 6x? 十 15x 十 9. 
【 例 4.14】 设 f(z) 在 [0, 十 ce) 上 连续 ,上 且 f(x) 旋 0;, 证 明 : 


[if a 
F(z) = 在 [0, 十 ee) 上 单调 增加 . 
| fa 
zf C0)| fa 16D) sf Wd | -Df 
- 2 = f(z) OQ > 05 


【证 〗 因为 F(z) = 本 要 四 
[rou] (| Foodr) 
故 。 F(z) 在 [0, 十 co) 上 单调 增加 . 

题 型 下 。” 被 积 函 数 含有 绝对 值 符号 的 定 积分 的 计算 | 


【和 解 题 提示 】 作 积 分 运算 之 前 去 掉 绝 对 值 号 . 其 方法 是 令 绝对 值 号 内 的 式 子 等 于 “0", 求 
出 在 积分 区 间 内 的 根 , 再 据 此 把 积分 区 间 分 成 若干 个 子 区 间 ， ge i 
:对 值 就 去 掉 了 ,然后 利用 定 积分 的 可 加 性 ,分 段 进 行 计算 . : 


【 例 4.15】 求 下 列 定 积 分 : 


一 0 ， 2 
ml Sislt oiril (| 1x5lz| pe 
2r 
| | 一 区 |sintdt 
(3)| VSinz 一 sandzi ri 


CW QL (a 1)dz 十 | (x 一 3 十 证 了 dz 


= (< 十 3 A DD)| + (Ee tincit))| 


. 
Ba 64 3 i 
本 ( 于 这 汪 4 lps 放 杜 > X16 千 In5 一 一 6 十 ln15. 
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(2) 显然 被 积 函 数 为 偶 函 数 , 所 以 积分 可 化 为 
2 辐 [+51zl 一 21dz+| re 


2 3 
= 2| (zz 十 5z 一 2dz 十 | Ce 
0 2 


加 zx’ 5 KE | 2 1 a 到 2 : 3 六 的 
= 人 (全 十 二 2z)| + (e+ 22 | 二 3 名: 
(G31 k Vsinr(l — sin’x) dz = | | cosz | wsinz dz 
二 = 上 | Vsinz coszxdxz = ' VSsinzx cosrzdz 
2 
= Vsinzd(sinx)— jh Vsinzd(sinz) = 和 
9 2 
仿 W 二 三 
(4) 原 极限 = lim n | | a 二 | | 1—w | zsinzudu 
x—-0 
= if 二 [| (1 wsinzudut | Cw = Dsinzudu | 


二 = COs2% 站 Sin2x a | 


2 
xz-e0 XT 这 


x’ 


Te 


和: lim| = = Cost 下 Si 下 2 二 一 es I 


| 题 型 ”利用 奇偶 函数 与 周期 函数 的 性 质 简化 定 积分 计算 | 


: ”【 解 题 提 示 】 (1) 几 过 对 称 区 间 上 的 积分 ,首先 要 想到 的 是 验证 被 积 画 数 F(z) 的 奇偶 
性 . 是 , 则 用 奇 、 偶 函数 的 积分 性 质 计算 ;不 是 , 则 作 负 变换 :r. 一 一 zw 然后 再 进行 计算 . 
: (2) 积分 上 、 下 限 出 现 区 ,被 积 函 数 /(x) 中 出 现 三 角 函 数 的 题 型 ， 首先 要 者 让 是 否 可 用 周 


.期 性 积分 的 性 质 : ji f(x)dr | f(z)dz, 其 中 心 为 任意 常数 ,T 为 连续 函数 /(x) 的 周期 . 


【 例 4.16】 求 下 列 定 积分 : 
(1) 设 f(x) 在 (一 ,十 o) 下 有 定义 ,对 于 任意 的 x,y, 恒 有 
f(ziy) = f(r) 二 1G) , 求 | fz) 。 (1 eosz) dr; 


‘0 ,二 二 
人 下 


ZX! tanz + chz 
16 十 9sh*xz 


dr; 


In2 
7; 


a 


(4) 求 [ sin’2x » (tanz + 1)dzx. 


【 解 〗 (1) 令 y==0, 由 题 设 条 件 f(z 十 0) = f(x) 十 f(0) 过 if(0)==0, 双 ,0 ==,f4) = 
f(z 一 Zz) = f(x) 十 f( 一 x), 即 f( 一 zx) = 一 f(x). 所 以 f(x) 为 奇 函 数 , 由 于 (1 
十 cosz) 为 偶 函 数 , 所 以 (1 十 cosx)f(z) 为 奇 函 数 , 故 所 求 积 分 一 


(2) 因为 时 下 4 和 为 奇 函 数 ， 下 为 偶 函 数 ， 
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所 以 | 8z’ 十 二 3zu hi 


1++zx 
. i | i 2 __x6 
于 是 , 原 积分 = 2|， 1 十 二 dz 一 中 (= TF )d 
一 64 — 1l2arctan2. 
3 
Xtanz chz 
因为 16 二 gs hz 为 奇 函 数 ， wo h’z 为 偶 函 数 ， 
2 fw 1 
所 以 原 积分 = 1 gr 3 EY 
2 3shry|™ 
= 3 * arctan( 4 ) = arctan (136) 


(4) 由 于 sin*2z 和 tanz 均 是 以 元 为 周期 的 周期 函数 ,再 由 周期 函数 积分 的 性 质 , 有 
原 积分 == | Ctanz 十 TDsin22zdz = [canz+ 1)sin’2zxdx 


= 时 = = 1— cos4z,. 全 全 
-各 0 2 2 


题 型 V ”由 三 角 有 理 式 与 其 他 初等 函数 通过 四 则 运算 或 复合 而 成 的 被 积 函 | 


数 的 积分 


【 解 题 提示 】 这 类 题 的 一 般 解 法 是 作 变 量 替 换 . 常用 的 变量 替换 是 : 
积分 限 为 [ay 可 ， 则 仿 妈 二 吉 一 之 ， 


积分 限 为 [a, 广 ], 则 令 x 一 和 


积分 限 为 [4, 下 ], 则 令 一 到 一 艺 交 
a ee a 
| |cosz | )dzx = 4 fi Peg | yd 
【证 】 显然 (|cosz|) 为 周期 函数 ,x 为 其 周期 ,于 是 
| leoszl9dz =2| fleoszl)dz = dl Red ydz+ | fd cosz |)dz |， 


下 邻 wW = 二 一 去 [9 至 
[feleosrl ar | ft loos a | dw) = | (| eosul du 


引 六 | cosz | )dx, 


故 | | ceosz | )dz = 外 六 [eosz | ) dx. 
【 例 4. 18】 计算 下 列 积分 : 


i sin'"z — eos! Sin 工 一 cos x., (3)| ln + tanz)dz. 

4 sinz ~ cosz 
tk na 

【 解 】 (DI= o FE Snr— cosr | Jo Pe 
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第 四 章 ” 定 积 : 


开 
[| 
10 2 0 
COS'"X 
gO——| 


因为 | 7 一 
0 4— SN — COSE 


2 sin 六 
中 址 一 5695 一 SB 


所 以 了 ==70! 


至 Wi 0 
DI= ml+tanzpdz 一 | ln|1+tan(—u) | dw) 


UL 
tan——— tanu 


= | 训 TE 琶 = | ne jd 


1 + ta 下 。 tanu 


= 天 ln2dz -| ma 十 tanu)du 一 ln2 —| nd 十 tanz)dz， 


天 二 ln2. 
| 题 型 本 ”被 积 函 数 中 含 “ 变 上 限 积分 ”的 积分 | 


【 例 4.19】 求 下 列 积分 : 
QD 设 1(z) 二 | eV dys 计 算 T= | 二 fz)dz; 
CT 二 | (| edy)dz 
rm] (DT 一 | 2 (ev ay)dr=3e le dy| = (ed 


| sl a 
6 ,ue “du = 6‘*t De 一 全 包 上 


1 


2 a 3 3 2 人 -证 3 
CAN = z| e” dy 十 | ze dx = 一 | €” dy 十 | Xe dz. 
Es I 0 i 


3 人 1 =u 2 2 2 2 2.,. 
| za | Ca 当 | Eee du 十 | e” du 
1 0 4 EF 


1 1 过 2 5 有 a 1 4 - E 
元 辆 dz DA 上 1e dx iF(e sl ere 
0 0o 


2Jo 


2 EY 
下 了 = 一 | y+ et -D+| e dy = 本 Ce: —1). 
0 人 2 


题 型 ”被 积 函 数 的 分 母 为 两 项 ,而 分 子 为 分 母 中 其 中 一 项 的 积分 | 


【 解 题 提 示 】 作 变 量 蔡 换 , 使 分 母 不 变 ,而 分 子 为 分 母 中 另 一 项 的 积分 . 对 前 后 两 积分 求 ; 


和 和 证 可 得 所 求 家 新 信 六 | 一 (sn) 1x | 闪 泊 .二 天 时 村 全 : 
【 例 4.20】 求 干 列 定 积分 : 
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sinx pd 
(DD) 订 算 了? ' a (2) 计 算 HE VE 
更 dz 
C8) 证 着 了 o 1 (cotz) 0 - 
【 解 】 D IT 一 一 一 | (一 du) 
人 让 下 
sin( 2 u) cos( 2 
-| COSz = 和 COSZX 区 
o cos& 十 Sinz o coszr 十 Sin 过” 
3 Sin 过 十 cos 工 ER = 
21=| tt = 此 = 2 “3 


(2)I = NE NN 一 一 Vs 
i Het En) SE- i tt Md 


sr i. 
i 


V4nz LY 十 和 2 - 
2 一 | 半 dr 二 | dz 二 2， 故 I 二 1. 
| YA | 


i 1 ell 
Cl A rss du) ol1 丰 (tanu) du 
| 
区 下 1 Fr (ori A § (cotz) 
0 1 1 0 1 二 (cotwu) ‘Wo, 4(cotz) 82 
(cotu) 8 

5 de A 
0 1 十 (cotzx) 2 ” de 


题 型 开 ” 定 积分 等 式 的 证 明 技 巧 


【 解 题 提 示 】 根据 被 积 函 数 或 其 主要 部 分 的 不 同情 况 采 用 不 同 的 证 明 方法 . 

A. 换 元 法 (适用 于 被 积 函数 或 其 主要 部 分 仅 给 出 连续 条 件 的 命题 ) : 
。 解 题 程序 :@ 利用 定 积分 与 积分 变量 无 关 的 特性 ,改写 等 式 一 端的 积分 变量 4;@ 比较 等 
式 两 边 的 被 积 函 数 或 其 主要 部 分 ,或 分 析 比 较 等 式 两 端的 积分 上 、 下 限 ,确定 所 作 的 变量 替换 : 
1° 车 等 式 一 端的 被 积 函 数 或 其 主要 部 分 为 /(z) ,而 另 一 端 为 f[g(w)], 则 令 z= p(w);2* 车 等 
式 一 端 为 /(z), 另 一 端 为 (ww) ; 则 作 何 变量 替换 由 两 端的 积分 上 、 下 限 确定 . ( 注 : 三 角 函 数 例 
:外 ;一 端 为 f(sinzx), 另 一 端 为 ,f(sinu), 因 为 f(sinu) 三 fLsin(x 一 tw)] ,所 以 可 令 式 二 x 一 . 浊 


【 例 4.21】〗 设 函 数 f(zx) 连续 , 则 | tf Csinz)dz 三 到 | f(sinz)dz, 并 计算 积分 


XSINnz 


0 1 十 cos’:x 学 
【分 析 】 由 于 定 积分 与 积分 变量 无 关 , 所 以 | zf Csinz)dz 二 总 | fCsinw) du 
比较 f(sinzx) 与 f(sinu) == fLsin(r 一 2z)] ,可 知 应 伪 二 天 三 元 一 殉 
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【证 】 | zf Csinz) dz = | Cx— wu) FLsinCx— a) du) = | wi) FCsinuy du 
” 0 0 
一 «| ft Sim)d = | zf Csinz)dz 


ES | zf Gsine) dz a 到 | fCsinz)dz. 
o 0 


过 要 XSinz pd sinz A < d(cosz) 
o 1 十 cos:xz 2Jo 1 十 cos: 工 2Jo 1 二 eceosiz 
A ne uM 
二 一 arctan(coszx)| = 一 二 [arctan(—1)—arctanl| 一 一 . 
名 0 2 4 


【 例 4.22】 设 函 数 /(z) 在 [a,6] 上 连续 , 且 f(x) 在 关于 xz 一 “对称 的 点 处 取 相 同 的 
值 . 试 证 :| f(z)dz = 2 六 fr. 
【分 析 】 由 题 设 f(z) 在 关于 工 一 “于 对 称 的 点 处 取 相 同 值 ,所 以 


f(D = 放 人 二 (2 一 z)]= fate). 


【证 】 | re Ss > 十 | Ranjaz， 


aip 


由 和 欲 证 结论 可 知 , 只 要 证 出 | ,f(z)dz 二 |”/(z)dz, 命 题 即 可 得 证 . 


今 t = a 十 5 一 


6 6 2 
因为 | fz)ydr = |, fCats wd [WC aD 


区 | fa EE | fdz, 
所 以 | f(z)dz a 2| fC)dz. 


【 例 4.23】 证 明 | ed 一 后 | de 
0 0 


均 2 
e" du, 
0 


【分 析 】 Pam SE | ea 区 下 


2 
= 
车 


i (zw) 


这 4 一 4zt 十 (zx? 一 ww ) 二 0 二 (一 三 7 或 了 一 荆 二 


和 


于 二 生生 二 


[证 】 | ed 
= | [7 本 | ed 
【 例 4.24】 证 明 ee vt Ie me 
【分 析 】 | = [wa Ea, 
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比较 x” 与 (1 一 w)”, 可 知 应 令 式 二 1 一 
1 邻 工 二 1 一 0 1 
【证 】 | xX"(l1— 7x)"dzr = | (1 =—=a)"u"(— du) =| wl — wudu 
0 1 0 


1 
= | 1— sD"dz. 
4 : 
〖 例 4.25】 证 明 : | (Dd 二 ?| 人 (3 


4 2 4 
【分 析 】 | ee a | 人 dz +| edz, 比较 欲 证 结果 ,可 知 只 需 证 


et 7x) dx i | Er dz < 一 | dz ， 
比较 两 边 e™ ”与 ef ”可 知 , 欲 作 的 变换 只 能 由 两 边 的 积分 上 \、 下 限 去 分 析 


得 到 
1 马 迁 

由 “中 可知 ;应 令 工 一 笃 一 下 
Ge 之 


4 
【证 】 h edx = (4 dz+| Tt dzrx, 
0 


邻 式 二 4 一 妈 


龟 


因为 | e 并 (4- dx | W(4— D(C— di) = |e Wu(4— “da = i | ees 
2 6 0 


由 中,@ 即 得 命题 所 证 . 
B. 分 部 积分 法 (适用 于 被 积 函 数 中 含有 f(x) ,f(x) 或 变 上 限 积分 的 命题 ) 
【 例 4. 26〗 设 f(z) 在 [0,1] 上 有 二 阶 连续 导数 ,证 明 : 


1 1 
i al [fC0) +7Q)J 一 去 | A A 
0 0 
1 1 
【证 】 | zl—x)f (rdr = ro— 7r)f (7) Ee -| (1 — 2x)f (xz)dx 
1 1 
[a -2z)7(0)| -| (一 27(z)dz|= FD FCO = 对 Feeds 


=> [renaz = 二 [7OD 二 fC] 一齐 | (li) fa) dz! 
【 例 4.27】 设 g(x) 为 可 微 函 数 > 二 f(x) 的 反 函 数 , 目 f(1) = 0, 证 明 : 
| ， plDdt |dz =2| zf (dz. 


1 (Cr) fx) 1 
ri] | ob pcod dz =z| godt| :一 | wp LRA)» PFC 
0 0 0 0 


因为 1(1)==0 


fy 1 > : i 1 
=| pa —| x7 (z)dz = |epy ls -| 24f (x)dz | 


= ?| f(r)dz. 
C. 辅助 函数 法 (适用 于 积分 限 中 存在 一 点 或 zs ,使 等 式 成 立 的 命题 的 证 明 ) 


| ”【 解 题 提示 】 证 题 程序 :QD 将 命题 中 的 & 或 x 改写 成 工 , 移 项 使 等 式 一 端 为 零 , 则 另 一 端 : 
: 即 为 所 作 的 辅助 函数 F(z) 或 F'(z);@ 验证 F(z) 满足 零 值 定理 或 洛 尔 定理 ; 回 yd 
尔 定理 即 得 命题 的 证 明 . : 


第 四 章 。 定 积分 


力 1 将 命题 中 的 8 或 x 改写 成 x, 移 项 后 等 式 一 端 为 “0”, 另 一 端的 表达 式 易 验证 在 区 
间 [a,6] 的 端点 值 异 号 , 则 令 另 一 端的 表达 式 为 F(x) ,此 即 为 所 作 的 辅助 函数 . 车 
不 易 验证 另 一 端的 表达 式 在 [a,5] 的 端点 值 异 号 , 则 令 另 一 端的 表达 式 为 F(x)， 
积分 之 ,得 辅助 函数 (x). 
2" 辅助 函数 F(x) 仅 通过 代数 运算 而 得 出 ,用 零 值 定理 证 明 命题 ;辅助 函数 F(x) 的 
求 作 是 通过 一 次 积分 运算 的 ,用 洛 尔 定理 证 明 命题 . 
【 例 4.28】 设 函 数 f(x) 在 Le ,oj 上 连续 :上 且 f(x) 二 0, 证 明 : 在 (a,6) 内 二 个 包 梧 得 


有 b jl 6 
| rom 和 | RDN = 下 | pe 
a é 三 


【证 】 令 F(Cz) = [wa Tro 
由 f(zx) 的 连续 性 及 变 上 限 与 变 下 限 积分 的 性 质 可 知 F(x) 在 [a,6] 上 连续 ; 
训 [fa 一 | /fa [fea 二 0,( 因 为 f(x) >.0) 


De | rear— | ro 和 | fea 三 0,( 因 为 f(x) 之 0) 
可 知 F(x) 满足 零 值 定理 ,于 是 3 一 个 上 GE (a,6b) ,使 
Fe) = 0, 即 | od =| fd 0, 
人 € 


€ b 
亦 即 | reodz = | 7eeaz 
a : € 
站 E e 站 
又 | 7codz a | jz)dz 十 | fC)dz 二 ?| a ?| f(x)dz, 
a a € € 


故 | 7cpdz 三 | repar fC dz. 
【 例 4.29】 设 f(x) 在 [0,1] 上 连续 , 且 f(zx) 非 负 ,证 明 : 一 个 zo EE (0,1), 使 得 
Za (xo) = | fz) dz 


【分 析 】 zs f(x6) 二 | Fear 3 rapeB | Da 
> F(z) = zf(z) 一 | f(Ddrs Feo) = 0f(0) -| Yar<o, 
F(1)=1 -70 一 | rou= f(1) 大 0, 不 易 验 证 F(x) 在 [0,1] 上 满足 零 值 定理 ， 
于 是 5 改 令 ”F(%) 二 xf (zx) -| fa 二 (z| Tood > F(x) 
=z| /dr 

【证 】 令 F(z) 一 z| f(Ddz. 显 然 F(z) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 又 


RO = 0, ety = .| fa 二 
1 
可 知 F(z) 在 [0,11] 满足 洛 尔 定理 ,于 是 ， 3xo .3 (0,1) ,使 得 
rtmwy | fdet zof Czo) 三 他 
1 
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1 
故 wo fen) ==" FOEY A 


D. 泰勒 公式 法 (适用 于 被 积 函 数 具 有 二 阶 和 二 阶 以 上 连续 导数 的 命题 ) 


【 解 题 提示 】 证 题 程序 :D 作 辅 助 函数 下 Cz) < fi) dis ; 回 将 F(z) 在 所 需 点 处 (一 般 根 
据 帮 边 表 这 直 确定 展开 点 ) 展 成 素 革 公式， @ 对 泰勒 余 项 作 适 用 处 理 ( 一 般 利 用 介 值 定理 )， 


【 例 4.30】 设 f(z) 在 [a;8] 上 二 阶 连续 可 微 ; 其 中 二 0 二 5, 则 在 该 区 间 正 习 - 一 个 &”， 


使 得 | rcopdz = 6f(6) — afla) — Bf) 一 ef a)] 十 


CD 一 aa) (er ). 


【证 】 令 F(z) 二 [Fear, 则 
Pay Do BA py, FR ya PL = Fy. 
将 F(z) 在 x = t(a 达 1 声 4) 处 展 成 二 阶 泰勒 公式 : 
F(x) = FQ)+F (2) (rt) + ey 二 Bi) (x 一 说 11 丰 在 zt 之 间 ， 
即 F(z) 一 FCD Ff 一 D+ 训 f OT +O zr D). O 
令 工 一 0 导 一 4, 则 四 汪 
天 0) = Ruy FaY— 0) + Zif (oe + a); @ 
令 工 = 一 0 民 一 0, 则 @> 
F(0) = FB) + /60) (— 全 十 直方 CO) 十 二 AS) 全 5 四 
@ 一 时 得 
起 局 — Fey = p08) af (a) 一 诗 [6 C6) a (0)]+ 才 [6 6) a f (6 )] 
令 m 二 min{ 了 (6),f(&)),M 三 max{ 了 (5), 了 (名)), 并 注意 到 一 a > 0 因为 
4a < 0), 于 是 
m(O aD DG /Cha (HEM 二 2205 
由 于 了 ?Cx#) 在 [a, 妇 上 连续 ,于 是 存在 6 ,使 《全 大全) 二 和 大 人) = pre)， 
故 ，| f(z)dz = 6(6)—af(a)— 寺 [6 fC6) fa) J+ 0 a fe). 

| 题 型  ” 定 积分 不 等 式 的 证 明 技 巧 
证 题 过 程 中 常用 的 不 等 式 : 


(Da 之 0, 则 ae 十 二 之 2 


(Wa’ bh > 20b; 
(3) 柯 西 - 许 瓦 兹 不 等 式 : (| 7(z)g(z)dz】 六 (| 户 (2)dz) (| gz)dz), 其 中 f(z)， 
g(x) 在 [ap] 上 连续 . 
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A. 辅助 函数 法 (适用 于 只 言明 被 积 函 数 连 续 ,而 没有 告知 可 导 的 命题 ) 

解 题 程序 :@ 作 辅 助 晴 数 F(z) (方法 :将 欲 结论 中 的 积分 上 限 (或 下 限 ) 换 成 xz, 式 中 相同 的 
字母 也 换 成 x, 移 项 使 不 等 式 一 端 为 0, 则 另 一 端的 表达 式 即 为 所 作 的 辅助 函数 F(x)); 

@ 求 F(z) 的 导数 F(x), 并 判别 下 (Cz) 的 单调 性 ; 

@ 求 F(x) 在 积分 区 间 La,5j] 的 端点 值 F(a),F(5) ,其 中 必 有 一 个 为 “0”, 由 @ 可 推出 F(5) 
之 F(a)( 或 f(b) 二 F(a)), 从 而 得 出 命题 的 证 明 . 

【 例 4.31】 证 明 下 列 不 等 式 : 


1 1 3 站 2x 站 
| Int1 二 )dw > | i C2)| ee cos’xdz > | 人 = COsSwdr. 
0 | 和 站 0 nt 


» 六 3 De 所 i 
[证 】 (1) 邻 到 [nat Da 下 ti 


/ i ya y Esa 1 
国 凑 PCx) 一 世人 十 同一 下 让 二 证 人 


MB To OO) 0 NON C0, 
因此 0 一 


1 1 
故 ” EC) 法 FC00) 二 0; 妈 | aa 二 3 本 三 | 
o vo 


pa 
dz. 
元 


-二 


令 工 一 工 十 到 


(2 i cos: zdz ee cos’ (xt u)du 
bs 0 


i :六 局 2 
Ea | et eos wd = | @ "i*) cos’zdzs 
vo 0 
和 2 2xr ,2 3 2 x 有 
于 是 ee tos wd ”cos zdr 合 | 全 = cos'zdz 之 | ED os zd, 
0 3 bb 0 
: 


到 2 网 2 2 
今 F(x) | GE costd 一 | Er ‘si GO82zdz 
0 0 


F(x) = coswm—e "cos = (er = Em! )oosx 主 栈 
所 以 FCGz) fF(0) = 0; 
故 F(x) 闻 下 (CO) = 0, 即 [ee cos’ xdz 2 coszzdz， 
0 


亦 即 | er” coszzdz 之 fa er cos:zxdz. 
【 例 4.32】 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 , 且 单 调 减 少 ,f(zx) 二 0, 证 明 : 对 于 满足 0 二 a 二 8 过 
1 的 任何 <,8, 有 B| fC dz 中 f (dz. 


【分 析 】 B| fz)dr > af f(z)dz 2 B| fr) dz —al fir)dz >0, 
将 B 换 成 工 ( 工 三 a) ,于 是 辅助 函数 五 (z) = | fd al f Oa. 
[证 】 令 Fo 一 z| fdeol fod, (zo) 
ECz) = | Fod 一 afcz) = | fedar | fea 


三 上 [7 一 fz)jde> 0， (因为 f(z) 单 减 ) 
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所 以 ”局 人 号 
又 ”因为 Fo = ol fd > Oa > 0,704) > 0), 


所 以 ”F(8) 二 0, 即 B| fC 一 中 f(z)de > 0， 


故 B| 7Cz)dz SE a| f(z)dz. 
【 例 4.33】〗 设 f(z) 在 L0,1] 上 连续 , 且 单 调 不 增 , 证 明 : 任 给 :a € (0,1) 有 
| fcr)ar > 中 f(z)dz. 


a 1 a 1 
【分 析 】 | frar>el f(sYdr 1 | f(z)ar—ol fd SS O04 
o 0 0 0 
无 
车 夺 | F(x) =| fede—z| ls, 
0 0 


1 1 ' 
Et | fe | fn fl dt = Efkz) 一 Aco]dz, 无 
0 人 


法 判别 其 符号 ! 
从 另 一 角度 出 发 ,把 左边 的 积分 也 换 成 右边 的 积分 上 、 下 有限, 为 此 


2 1 1 
| fendz 一 一 和 | f(ad 全 | fat Yad, 
a 1 中 1 
示 是 | Cyd >e| ee | fot Yadz >e| CEs 
0 0 0 0 
1 
ee| [flu)— f0)1dt=0, 
0 


> 7 «| Lf Cat) 一 f(y J]as, 
Flr) = ol ft eps) | 0 《HOT hy. 
【证 】 $ Pz) = 中 [rap) = fC dz, Pres) el MY My], 


因为 a [a OD BR 4, p> 2 st Fm) 单调 不 增 ， 
所 以 f(at) 大 f(z), 
Ti CH) > 0) 2: ON 0 


1 
故 POOR 三 05 用 a| FFC) — FD aS 0, 
0 
1 1 a 1 
亦 即 | flaz)dt > o| fz)dz, 故 .rcaz>ol ERNIE 
0 0 0 


B. 利用 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 或 积分 中 值 定理 或 公式 :| /Ce)d 二 (2) f(@) 进 往 分 析 
(适用 于 : 题 设 被 积 函数 /(z) 一 阶 可 导 ,又 至 少 有 一 个 端点 的 函数 值 为 "0" 的 命题 的 证 法 ) 


【 解 题 提示 】 (1) 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 证 题 的 程序 : 

@ 写 出 含 这 个 端点 的 拉 氏 中 值 定理 ; 

f(x) = fz) — fla) = (rc—a)f (8), 

Ez) = fw) — ONE NCR + ACE 

@ 再 根据 题 意 进行 不 等 式 的 放 缩 ; 

@ 最 后 用 定 积分 的 比较 定理 、 估 值 定理 或 函数 的 绝对 值 不 等 式 等 定 积分 性 质 作 分 析 处 理 . 
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狼 1 f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (4a,5) 内 可 导 , 又 知 f(a) = 0( 或 Kb) 一 0) ,用 拉 民 定理 
分 析 证 明 的 命题 是 最 常用 的 方法 . 
2” 者 用 fla) = 了 (6b) = 二 0, 则 应 号 出 
fz) = fC fa) = Caf (Eat, 
f(z) = fz) TA) = (cDf(E) ,r&b 


3° 积分 | f(z)dz 应 写成 Farth w= 


(2) 积分 法 的 解 题 程序 : 
@ 写 出 如 下 等 式 


ey [x 7 jx dt 
@@ 利用 定 积 分 比较 定理 、 估 值 定理 或 绝对 值 不 等 式 分 析 . 


【 例 4.34】 设 f(z)》 在 [0;2] 上 连续 ,在 (0;2) 内 可 导 , fC0) 二 了 (2) 二 "1， Fe 
试 证 : 
1<| fdr<3 


【证 】 由 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 有 
fr RN = FED FD HE (0a 
大 人 fF) = FBIE 2 GE (rz,2). 
又 ”| 经 ) | 过 防 所 以 有 
| (2) 一 的 六 | 各 二 的 1 二 和民 明科 1 m2 性 中 D3] 
| f(x)—f(2) |<2—z © W133—zr, rE[ll,2], 


2 1 2 
故 | rfc)az=| G 一 zdz 十 | (zxz— ldy = 1 
[9 0 a 
2 1 2 
| rcar<| Qa+z)az+| ee 
o 0 1 


于 是 1 二 | /Gapdzs3. 
【 例 4.35】 设 f(z) 在 [a,b6] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 , 且 有 | PCz) | 声 M 及 f(a) = 0, 试 证 
rca, 
【证 】 由 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 ,有 


ey a Ed a Ca | (0 


由 于 | f(z) | 寺 M 三 | f(z) | 之 M(x 一 a), 于 是 


2 
(a—b): 


b b 
| [| dz<M| (z— dr = MB(r—a) 


a 


b 
故 | f(z)dz|< Fb—a)’, 


又 pe 他 


即 M 宇 


| 


【 例 4.36】 设 了 Cz) 在 [0,1] 上 有 连续 的 导 函 数 ,证 明 : 对 于 zx € [0,1, 有 
Fl 


| ez) 痊 直 p08 fF [az 
【证 】 因为 f(z) 连续 , | f(1) | 也 连续 ,所 以 由 积分 中 值 定理 有 
有 | Ey Li | FT Cag, 


英 下》 一 并 及 入 [fF' a, 即 f(z) = Fé) 十 | fa 
所 以 | fz) 过 | Fe + | reals FS) |+ | | 0 | dr 
<| Fe | 二 | 1 70 ld 


故 ， |_ftz) 图 | dl FC) Ll Fwy dz. 
【 例 4.37】 设 了 (zx) 在 [a,6j] 上 连续 , 试 证 : 
max | f(z) |< jatar al+h J 


【证 】 由 积分 中 信 定 理 有 二 | f(z)dz= f(a<e<6 
| razls<| ke 
故 | f(z) | 过 | Fe + 站 EA 这 7reoaz|+ py 
于 是 max I ss sda] a lt hf! Gx) | dz: 
【 例 4.38】 设 函 数 了 f(z) 在 [0,1] 上 可 导 ; 且 | 了 f(x) | 过 MM, 试 证 : 
Jiraz = B97(E ls 
[证 】 | f(z)dzr = Dd, f(2)= 人 
| f(z)dr—1 f(s = 


I 
全 


3 pe- 从 


3 (YR (#)la, 
又 因为 f(z) 在 [0,1] 上 满足 拉 格 朗 日 ee 
所 以 f(E)- f= 7 (E -zr), ssn NS Ma 


于 是 ,有 ewe— iD £)|< Dm(E a)ar 


oy 7 | 

hn Mo 全 z) 寻 ! 
MRI MI M 
2 po 2n” 


C. 利用 泰勒 公式 证 明 ( 适 用 于 :被 积 函数 二 阶 或 二 阶 以 上 可 导 ， 且 又 知 最 高 阶 导数 的 符号 
或 界 的 命题 证 法 ) 


证 明 程 序 :直接 写 出 f(x) 在 指定 点 处 的 泰勒 展开 式 (注意 :证 明定 积分 等 式 时 先 作 辅 助 函 
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数 F(z) = | Dde, 然 后 在 指 各 定点 处 展 成 泰勒 公式 ) ,然后 根据 题 意 对 泰勒 余 项 进行 放 缩 . 
【〖 例 4.39〗 设 F(z) 三 0,PCz) 声 0, 对 YrxE [a,bj 成 立 , 试 证 : 
(PR) Fs) fx)dz. 
【证 】 将 f(z) 在 1:€ [a,b] 处 展 成 一 阶 泰勒 公式 
PU) = Fe PC + f(r), 在 z 与 之 间 . 


因为 ”天 (x) 之 0， 所 以 了 (8&) 之 0, 于 是 ,有 
fr) SFOFF Or), 
两 边 在 La,6b]」] 上 对 zt 积分 ,得 


b b 
= Be <| /wat| 7 a 
b b b 
Ba fy 所 | God 十 Cz 一 DCD| 十 | Ya 
b 
EE: 2| ES oy Ro a) fa) 


b 
> 2 fd 6 f+ zf + (ra) fe), 
由 于 f(z) 宕 0,f(a) 0,f(0) 07—a>0w6—zr>0, 
b 
?| fd So a fy fr) < | dz. 


题 型 X ” 定 积分 的 杂 例 


Eo Ady Ee | sin(e qi, 试 证 :e CE 


并 


xz 


= e ei e 1 
【证 了 因为 f(x) 一 一 | SR dd | cosug 
eo u u 4 et u 
soe cower _ [7 eong 
ee Fe 二 uz My 
所 以 上 f( case Mo > cosu 1 1 | 
ACr = ext! nz et L 十 和 

下 1 Te 2 
a = Ee | 3 Ee 


故 e | f(z) | 过 2. 
【 例 4.41】 设 函 数 f(x) 在 | 一 过,e | 上 非 负 可 积 (a > 0), 且 | ,zf Cx)dz = 0, 试 证 : 
| 二 7 十 过 | ,fir)dz. 
[证 j 等 Flw) 二 (z+ 广 )(a—z)f(2); 因为 f(x) 衬 0， ve [el 
所 以 F(z) SS | Fd = eta)e iE) A( 莘 流 >> 0 
1 


一 Faaz 一 全 Feedz+ 亿 = a zzz)dz 伍 0， 


Y3 


又 | fC)dz 党 确 


故 ,zyla)dz < | ,f(z)dz. 
图 本 是 这 种 以 观察 法 作 辅助 函数 F(z) 的 方法 也 是 党 过 到 的 ,请 读者 随时 注意 积累 经 验 . 
【 例 4.42】 设 在 [1, + ==) 上 ,0 过 了 (zx) < 十, 证明 :极限 lim/(n) 存在 . 
【证 】 由 广 (z) >> 0, 可 知 在 [1, 十 ce) 上 f(z)“7 人 ”以 下 证 f(z) 有 界 . 

因为 0 过 了 (zx) 一 总 ,所 以 o< [far < | hdr 


» 0< f(z) -f(D) <1—i 过 GD 二 7 SHH < 14+), 


故 f(z) 有 界 ,由 于 f(x) 单调 有 界 , 所 以 lim f(z) 存在 . 
故 limf (x) 存在 . 
| 题 型 下。 广义 积分 的 计算 | 


; 【人 解 题 提示 】〗 在 计算 广义 积分 时 ,一 般 是 把 其 转化 为 定 积 分 ,然后 求 极限 . 其 计算 程序 ; 
是:@ 区 别 类 型 (无 穷 积 分 , 瑕 积分 ), 对 既 有 无 穷 积 分 又 有 瑕 积分 的 混合 型 ,一 定 要 先进 行 分 
解 ,使 各 单个 积分 为 只 有 一 个 用 点 的 瑕 积分 ,一 个 积分 限 为 无 穷 的 无 穷 积 分 ;@) 来 出 被 积 函 数 
的 原 函 数 ;@ 按 定义 求 出 各 广义 积分 的 值 ; 图 求 出 @ 中 所 得 各 值 的 代数 和 、 : 


【 例 4.43】 求 下 列 广义 积分 : 


co — co as 
3 (zxz—1) Vr 一 2 六 0 COS 工 本 
G)| toa dz te 二 1)， | a 
1—acost cosz Ta 这 人 
【 解 】 (1) 令 zx 一 1= sec6， 则 dz 一 dd 人 
i 上 dz -secbtanb dg 一 | es iy 
: I) VT Js sec'Gtang” |s 


3V3 


i Bsin’0 1 


3 


一 [a 一 sinzb)dCsing) 一 sing 


(2) 由 分 部 积分 公式 ,有 
| dz 册 =2| Ss d(Vsinz) _ dVsinz 
cos Vsinz 


之 
3 


EE 


COs:z 1 一 sin:z 


向 = 一 水 1 Ee sinz ) 


一 广 n i Sinz tC, 


ee ne RE + arctan Vv sinz | 


二 In(1 闭 VY2) 十 arctan 2. 
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【 宇 】 对 于 积分 区 间 有 限 的 积分 ,首先 要 判别 是 定 积分 还 是 被 积 函 数 为 有 无 穷 间 断 点 的 广义 
积分 . 如 果 是 广义 积分 ,而 按 定 积分 来 计算 是 错误 的 ,即便 是 按 定 积分 求 得 的 结果 与 按 
广义 积分 求 得 的 结果 相同 ,前 者 的 概念 也 是 错误 的 ,因为 当 被 积 函 数 在 [a,b] 上 连续 
(也 可 以 有 有 限 个 第 二 类 间断 点 ) 时 ,才能 使 用 牛顿 - 葬 布 尼 兹 公式 或 分 部 积分 公式 . 

1 十 acosz .dz 出 有 


1l1—acoszxz cosz 


(3) 和 杰克) 主 | 
0 


EE SN SS 
TO p [3 i ih 
设 妈 二 cotz, 则 有 cosz = = ;dx 三 一 
于 是 (a) = 证 上 arctan V1l—a:wu je 于 Ls 
le oe 
le Tt EE i。 
SS I(a) = 下 一 Aarcsina. 
(4) 因为 limf(z) = lim -一 一 二 一， 所 以 x 一 1 为 f(z) 的 甫 点 ， 
守 计 lr V3r—2x—1 
2 
原 式 = | 人 lim| dz 
1zV3 妇 一 2 一 1 e_=0t+J lte 元 CE 
1 
d(1+ | TT 


2 
二 lim -| 于 limarcsin 5 
es0 ze [es @ 十 了 | er*0 lte 
过 


0 | aresin Ee oy arcsin | 一 开 一 arcsin 二 
ot 2 4 2 由 


【 例 4.44】 求 下 列 广义 积分 : 
G7 和 和 加 下 一 区, 计 算 | "一 一-dz， 


za(ezr 一 1) 


十 co 二 
2 = 


(2) 已 知 | ex dz = Va, 计算 | ~ 
1 


VE 1 
Co HOEY = J 二 qe, 求 | 
0 


【 解 】 01) 令 y== 二 , 则 z= 三 ,dz = 一 屯 dy, 于 是 有 
并 全 这 


3 
hey CT 
= 去 |- ye 
区 Jo ET no ery 
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-1 
令 :t = 二 工 十 i fo 2 2 
NT en ed 
2J56 0 


1 Mn e 
hr 2 Vn). 


(3) 显然 | Tas 是 一 个 瑕 积分 ,用 分 部 积分 法 解 . 
0 


上 dr = | f(r)d(2yz) = = 2Yzf Cz) | —2|. Vzf' (x) dr 


= 052| Vz (eT 一 一)dz ——| ea a | 


一 el 一 1 
RA = 
ED i 和 六 cl 
< |， 元? | 0 zd( | ,pe a zd( |} 
3 一 0 
sin* zx 1 ee 
= han |= | 十 lim | 三 2Sinzcoszdz 
+ 十 人 ae 证 cc 了 一 站 
人 一 0 和 -= 0+ 
a Si = 27 to «i 
a im | 软 a2z) 一 一 一 | Sa 
+ oo)B 2 并 0 t 2 
->» 0 
(5) 由 于 在 [0， 十 cc) 上 ;函数 Be Vo 各 [Losln2], 洛 er 也， 
1 ny E [0,ln2] 
于 是 min|e “ 瑟 |= 2 
er 之 GE(n2 十 ce) 
ie hee ee | 
术 min|e ' 志 j=| 元 dz 十 可 dz 二 7 ln2 lime [二 元 2 十 误 . 


| 题 型 “判别 广义 积分 的 敛 散 性 | 


【 解 题 提示 】 判 别 广义 积分 的 敛 散 性 有 两 种 方法 : 
方法 1” 直接 法 , 即 由 和 伊 散 性 的 定义 判别 ， : 
”方法 2” 间接 法 , 即 由 判别 准则 判别 . 在 利用 准则 判别 广义 积分 的 化 散 性 时 ,首先 ,考察 
:是否 有 无 穷 端点 . 如 果 有 无 穷 端点 , 则 判断 无 穷 端点 的 广义 积分 是 否 收 化 .其 次 ,考察 有 限 区 间 : 
的 无 界 函 数 是 否 有 无 穷 间断 点 . 如 果 有 无 穷 间断 点 ， 由 剂 灶 站 下 过 虱 区 过 黎 卫 的 产 类 和 分 是 区 
对 于 无 穷 限 的 广义 积分 ,其 判 敛 法 为 : 


1 比较 法 : 设 f(z),g(z) 都 是 La, 十 se) 上 的 非 负 连续 函数 , 且 f(x) < g(x)， 
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如 果 | ”gCz)dz 收敛 , 则 | f(z)dz 收敛 ; 

如 果 | ”Cz)dz 发 艇 , 则 | “(zdz 发散 
特别 地 , 取 g(z) 一 芝 (M 二 0) 

如 果 f(z) 之 他 ,p> 1, 则 | cad 收 合 (& >.0); 


如 果 f(z) > a 1, 则 | fz)dz 发 散 (a 六 0)， 
2” 比较 判别 法 的 极限 形式 : 设 函 数 f(x) 及 g(z) 都 是 区 间 [a, 二 ce) 上 的 非 负 连续 函数 ， 
若 1 Jim < 大 二 二 7, 则 当 0 二 1 守 H03 时 ，; 和 f(r)dr 和 | sz)dz 同时 收敛 或 发 散 ; 


= 人 0 时 , 若 | g(x)dz 收 伊 , 则 | f(z)dz 也 收敛 ; 


he 时 ,车 | g(x)dz 发 散 , 则 | ”f(z)dz 也 发 散 . 
特别 地 , 若 lim zf (2) = 4,0 < <to0, 则 
当 志 六 1 时 ， | zydz 收 和 伍 (a 之 0)， 


当 0 一 方志 1 时 ， | W275 发 散 (a > 0). 


对 于 无 界 函 数 的 广义 积分 ( 瑕 积分 ) ,其 判 敛 法 为 : 
1” 比较 法 : 设 F(z) 及 g(x) 都 是 (a,b] 上 非 负 连 续 函 数 , 且 lim 了 (x) 二 十 cey limg(z) = 


Ta 


计 of p(w 则 
: 若 | Cd 元 收 雹 , 则 | f(z)dz 也 收 化 ; 


若 | /cz)dz 发 散 ， 则 | gcz)dz 也 发 散 ; 


M 


a Ed 2 0) 


若 f(x) 委 


b 
(Eo a 


六 f(z) 旷 世 之 1, 则 | f(x)dz 发 设 、 


Mh 
(zx—a)? 
2” 比较 法 的 极限 形式 : 设 1(z) 及 g(x) 都 是 (a,b| 上 的 非 负 连续 函数 ,lim f(x) = 


工 wa 


limg(z) 一 十 covlim LD 二 4/, 则 当 0 二 1 过 二 co 时 中 7coDdz 和 | gr) de 同时 收 化 或 发 散 . 


Ia 


ee 


(均一 到) 
此 攻 二 村 时 ,| f(z)dz 收益 ; 


| 


当 p 尖 1 时 ,| 7Cz)dz 发 散 . 
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@ 判别 [a,5) 上 广义 积分 的 率 散 性 ,只 需 将 (zx 一 a) 换 成 (5 一 zx) 即 可 . 


对 于 广义 积分 的 绝对 收 钱 、 条 件 收 钱 , 其 判 你 法 为 : 
当 被 积 函 数 f(z) 在 积分 区 间 内 不 定 号 (有 正 有 负 ) 时 ;此 时 广义 积分 的 判 数 ,应 先 判别 其 


是 否 绝对 收 冀 (对 | ppc a 或 | | f(z) | dz 应 用 比较 法 ,极限 判定 法 ) , 若 | f(x) | 的 广 


义 积分 发 散 , 则 f(z) 的 广义 积分 可 能 收敛 也 可 能 发 散 , 这 时 可 据 广义 积分 化 散 的 定义 来 判别 . 
【 例 4.45】 判别 下 列 各 广义 积分 的 剑 散 性 : 


He dw = | 
| a C2)| i 
0 ez MT Rs 


(3)| 了 di | > 90). 
【 解 】 1) 由 题 设 可 知 工 三 0 是 被 积 函 数 的 无 穷 型 间断 点 . 


十 oa I 1 十 ce 1 
le | dy = 
’ i = | a 中 
对 于 外 式 右 端 第 一 项 来 说 , 它 是 一 个 被 积 函 数 在 z = 0 处 有 无 穷 间断 点 的 广义 


积分 . 
由 于 lim | 下 下 后] 一 1, 故 由 无 界 机 数 积分 的 收 货 准 则 , 知 =dz 收 和 
0 © Vx 


3 


对 于 中 式 右 端 第 2 项 来 说 , 它 是 无 穷 积分 ,由 于 lim (过 一 ed 
Bn rp 


e 


故 由 无 穷 积分 的 收敛 准则 , 知 | 二 收敛 . 
fs 


综 上 所 述 ,| ep 收敛 . 
1 a/ 


图 对 于 所 给 广义 积分 ,一 方面 要 分 清 是 无 穷 积分 还 是 无 界 函 数 积分 ,一 方面 
还 要 注意 , 当 积 分 区 间 为 无 穷 区 间 时 ,被 积 函 数 是 否 还 有 无 穷 间断 点 . 


ed 1 本 = 
(2) 因为 lim zx? a p= z+ ks; 


zr0 Sinx 
义 积 : d 
由 广义 积分 的 判别 法 知 二 二 z 收 伍 . 


二 > lnz 
3 | Ts i ss 和 si 


因为 ”limzt ,Tesz 一 0， 故 人 jpz gy 收敛 | 
~ vi TI 


r-*0 


ne ee a > =, 


Fe 


所 以 | [rdz “ 收 全 


ey 


. d 时 
所 以 Re 2 pa 学 同 但 散 , 则 当 g 过 1 时 ,| 二 此 二 收 全 
jl 1 
又 lim /去 =1 
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与 | ”区 同 伍 散 , 则 当 乌 > 1 时 ,| 二 生 - 收敛， 


所 以 省 一 TT 


故 | 一 = 在 孔 盖 1 且 9>1 时 收敛 ， 


【 例 4. 46】 判别 各 广义 积分 的 敛 散 性 
= Ee | | = A 


co i 受 < | cosxz 


【 解 】 We a 3 -二 dz 同 仇 散 ， 


工 收敛 ,那么 | Ney 收敛 . 


四 Sr 
又 ls ne a 收敛 , 则 |， 二 收敛 ， 


故 a 
狼 对 于 被 积 函 数 可 变 号 的 广义 积分 ,一 般 先 考虑 其 绝对 值 的 广义 积分 . 


(2) 因为 z- 1 时, 王 工 二 -> oo, 即 zx 二 1 为 无 穷 间 断 点 ， 


所 以 原 式 = lim|, WE es + lim|， We 


otv-+te el 


而 lim|， aa -au 三 i lIn(1 =x)dlin(1— 廊 ) 


人 > x 
= 这 划 Hr I 寺 寸 | 
故 i Pe 


(3) 由 于 -dz 发 散 ， 所 以 | i! dr 网 明 ， 


1 十 x | cosz | 


1 十 工 | a ,而 | 
【 例 4.47】 设 f(z) ee 


收敛 , 则 加 二 站 )=| fr) 
【证 】 不 妨 设 f(x) 单调 下 降 ， “Ne 二 了 ,2,…,n 时 ,有 
f( 主 )< Lf Gd, ja 多 


于 是 有 Dr eass 去 27 他 )< Ble 


1 


Sr es 1 > 7(s )<| /eax, ® 


因为 | f(z)dz 收敛 ， i ey dr 尖 | fn)az, 
@ 式 取 n 一 co 时 的 极限 :得 


| fdr < lim 417 ) 志 | feedr， 
0 Ho0 0 


故 lim 27(E)= Jam 
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| 题 型 I 有 关闭 区 间 上 连续 函数 的 命题 的 证 明 | 


【 解 题 提示 】 证 明 的 方法 :(1) 直接 法 . 先 用 最 值 定理 ,再 用 介 值 定理 . (2) 间接 法 . ts 
' 助 画 数 下 (zx) ,验证 F(x) 满足 零 值 定理 ,再 由 零 值 定理 得 出 命题 的 证 明 . : 
: 辅助 函数 下 (z) 的 做 法 如 下 : 
“ @ 将 欲 证 结论 中 的 &( 或 Zo) 改写 成 工 ; 
旦 而 四 移 项 :使 等 式 一 端 为 零 " 则 另 一 边 即 为 所 作 的 辅助 函数 有 (CD 
【 例 5.1】 设 f(z),g(z) 在 [a,b] 上 连续 , 且 均 为 严格 单 增 的 正 函 数 , 证 明 : 在 (<,5) 内 习 
一 个 &, 使 得 ”f(b)g(a) 二 f(a)g(b) 一 2706g(Ce). 
【证 〗 令 F(zx) = fg(a) + fla) gb) —2f(r) g(r); 
显然 F(z) 在 [a;bj」 上 连续 . 
因为 F(a) = f(b)g(a)+T+ f(a)g(b) — 2f(a) g(a) 
= [f()— f(a)je(a) + [gb) — g(a)jfa) S06, 
F(b) = f(g(a) + fla)glb) — 2f(0)g00) 
= f(g(la) — gb) 1 gL f(a) — fF(6) EO0, 
可 知 F(x) 在 [a,b] 上 满足 零 值 定理 ,于 是 3& € (a,b) 使 得 F(&) = 二 0 即 
f(gla) 十 fla) gb) = 2f0) 8€e). 
【 例 5.2】 设 f(z) 在 [ae, 杂 :连续 , 且 f(zx) 之 0, 证 明 3 一 个 & € (ayp) ,使 得 


| rcodz 一 | xcedz 一 去 [ Ceydz. 
a € 


【证 】 令 F(z) = /CDdi 一 | f(D, 显然 ,F(z) 在 [a, 妇 上 连续 
人 b b 
F(a) = | ftw | fed = | de 0( 因 为 f(x) 之 op 


Fb) | fear— | fda | fC)dz 全 0( 因 为 f(zx) 之 0)， 
可 知 F(z) 在 La,6」 上 满足 零 值 定理 ,于 是 3& € (a,b) 使 得 F(&) 二 0， 
即 | 7rcoaz-| fdr =0. 


因为 由 已 证 结果 知 | f(z)dz = | /cpDar+| fc)ar 
€ b 
= ?| 7cz)dz . 2| f(a)az, 
四 四 
所 以 | 7Cz)dz 到 | rear Le | ft)az. 


【 例 S$.31 设 f(z) 在 [a,6] 上 连续 ,zx; € [a;6];# 读 0(i 王 Re 三 1; 证明 
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至 少 种 二 个 8E [Lost 使 
f= ). 
【证 】 因为 f(x) 在 Lo, 上 连续 ，. 
所 以 3M,m 使 M = maxf (T)»m = minf (7), 
于 是 对 任何 z € [a 外 , 均 有 Mz< f(x) < MM， 
因此 ; 当 zi; € [e, 则 记 大 0G 王 1 2 时 ,有 


2 Dm 姑 Daf cz) SM 择 i 硕 
由 介 值 定理 , 了 一 个 &€ [ra, 杂 使 


POO 
1 一 1 


【 例 5.4】 设 函数 /(z) 在 (一 ,十 号) 上 连续 , 且 lim 作对 = lim 帮 二 0, 证 明 :3 一 


TO 
个 EE (一 co, 十 ce), 使 FC6) 十 一 0. 
〖 证 】 令 F(x) = jz) 十 过 


由 题 设 有 lim F(z) = liaz| 1 4 | + 
所 以 3 六 0 使 FCXI) 之 0; 
同 理 ,由 于 lim F(z) 二 Im z| 1 十 大 宇 ]= 一 co， 


To 


习 交 5 二 0, 使 到 《5 < 
3é€€ (Xs,sX1) CC 一 ce 十 eeo) 使 下 Ce) =0 即 (8) 填 &= 0. 


题 型 [ 和 欲 证 结论 为 J"(&) = 0 的 命题 的 证 法 


: ”【 解 题 提 示 】 证 法 有 三 :验证 8 为 J“ (z) 的 最 值 或 极 值 点 ,然后 用 费 尔 马 定理 即 可 得 ; 
:出 证 明 . @ 验证 Fr (z) 在 [4,5] 上 满足 洛 尔 定理 ,由 定理 即 得 命题 证 明 . @) 用 泰勒 公式 或 多 
a 
【 例 5.5】 设 函数 f(z) 在 [a,5] 上 可 导 , 且 f(a) 了 - (6) 过 0; 则 在 (a,6) 内 3 一 个 &， 
使 得 三 (9 = 0. 
【证 】 不 妨 设 六 (ea) 二 0; 则 (0) 之 0， 


因为 ”六 (a) = lim 人 0 


所 以 由 极限 的 保 号 定理 ,可 知 36 请 0; 当 x € (a,a 二 全 ) 时 ,有 


FO Pf) Co)， OD 
同 理 , 36 之 0, 当 zE (6 一 6;,6) 时 ,有 
FEEL > 0>f(z) = 5). @) 


又 因为 f(x) 在 La,b」] 上 连续 ,所 以 f(z) 在 La,5] 上 必 有 最 小 值 ,由 加,@ 可 知 最 小 
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值 点 必 在 (a,6b) 内 取得 , 设 &€ (4a, 丰 ,f( 自 二 min (f(z)), 由 费 尔 马 定 理 有 f (=0. 


【 例 5.6] 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 又 了 (1) = ?| f(z)dz, 证 明 : 一 个 
EE (0,1) :使 产 (ni05 
【证 】 /0D 一 2 f(r)dr 2 (0) = yD.0<I< 
由 题 设 可 知 f(z) 在 [w,1] 上 连续 ,在 (7,1) 内 可 导 , 又 f(1) = f(D (已 证 ), 洛 尔 定 
理 条 件 满足 ,于 是 了 一 个 &€ (7,1) C (0,1) 使 得 (8) 二 0. 
八 在 题 设 中 有 定 积分 出 现 ,一 般 应 将 其 按 积分 中 值 定理 先 处 理 . 
【 例 5.7】 设 f(z) 在 (一 co, 十 co) 内 连续 ,a,b 为 任意 实数 ,证 明 : 若 | f(z)dz 二 0, 则 


f(x) 0 
【证 】 可 按 上 题 的 方法 处 理 , 过 程 略 . 


【 另 证 】 令 F(z) = | reod， 


因为 ”f(z) 在 (一 =, 十 =) 上 连续 , 且 对 任意 实数 wz, 恒 有 | f(Ddt 一 0， 


所 以 F(x) 二 0,z € (一 co, 半 so),0 可 看 作 (Cz) 在 人 ce Hese) 上 的 最 大 值 
(或 最 小 值 ). 由 费 尔 马 定理 有 F(z) 二 0， . 
又 丑 尖 F(z 三 (x) 和 3S ft 二 0G. 


【 例 5.8】 设 /(z) 在 [0,2] 上 连续 ,在 (0,2) 内 二 阶 可 导 , 且 /(0) = /( 妆 )=0， 
2| ,fde = (2) 证明: 一 个 6E (0;2) 使 f(8) 三 0. 
【证 】 显然 /Cz) 在 | ,去 | 上 满足 洛 尔 定理 ,于 是 3 使 
AE (0 去 )- @ 


又 由 积分 中 值 定理 ;有 f(2) 二 2|, f(z)dz = fC), 地 之 过 1 
于 是 ,f(z) 在 [yw,2] 上 满足 洛 尔 定理 ,3 一 个 六 ,使 
(ph) 二 0， 加 (: 所 ( 色 2)， @ 


由 四 ,四 得 ff (m) = 了 (mp)， 
再 对 (zx) 在 [ 思 , 因 ] 上 使 用 洛 尔 定理 ,于 是 ,有 
f° (8) = 0,€€ (n,n) C(O0,2). 


题 型 下” 和 欲 证 结论 为 f" (9 = &(k 关 0), 或 由 a,6b, f(a),f(0b),é,f(8)， 
请 ( 人 9 ,…,f”(&) 所 构成 的 代数 式 的 证 法 


: ”【 解 题 提 示 】 证 明 程序 :(1) 作 辅 助 函 数 下 (x);(2) 验证 F(x) 满足 洛 尔 定理 条 件 . 由 此 即 ; 
:得 出 命题 证 明 ， 
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辅助 函数 下 (zx) 的 做 法 . 

(一 ) 原 函 数 (或 微分 方程 ) 法 . 其 步骤 如 下 : 

(1) 将 欲 证 结论 中 的 & 换 成 工 ; 

(2) 通过 恒 等 变形 将 结论 化 为 易 消 除 导 数 符号 (或 称 为 易 积 分 ) 的 形式 ; 

(3) 用 观察 法 或 积分 法 求 出 原 函 数 ( 仅 消 掉 一 次 导数 ) ,为 简便 起 见 ,积分 常数 取 作 “0”; 

(4) 移 项 ,使 等 式 一 边 为 “0”, 则 另 一 边 即 为 所 求 作 的 辅助 函数 F(z). 

(二 ) 常数 & 值 法 . (适用 于 :常数 部 分 可 分 离 出 的 命题 ) 构造 辅助 函数 下 (zx) 的 步骤 如 下 : 

(1) 将 常数 部 分 令 作 Ri 

(2) 作 恒 等 变形 ,使 等 式 一 端 为 a 及 f(a) 构成 的 代数 式 , 男 一 端 为 6 及 f(b) 构成 的 代数 式 ; 

(3) 分 析 关 于 端点 的 表达 式 是 否 为 对 称 式 或 轮换 对 称 式 . 若是 ,只 要 将 端点 a( 或 5) 改 成 工 ， 
相应 的 函数 值 f(a) (或 Fo) ) 改 成 f(z), 则 端点 关于 xz, 了 f(z) 的 表达 式 即 为 所 求 作 的 辅助 函数 
KR) 

【 例 5.9】 设 f(z) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 , 其 中 之 0 且 f(a) = 0, 证 明 : 在 (a， 


外 内 3 一 个 &; 使 了 (8) 三 和 9， 


令 6 一 


【分 析 】 79 一 2 人 ‘(8) Df) 一 “一 开放 (z) 


积分 
/9 = nf(z) =—aln(6 ~ z) +InC 


A = 
令 F(x) = (b— 2) (rr), 
【证 】 作 辅 助 函 数 F(z) = (6 一 zx)“f (x)， 
由 题 设 F(x) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 又 
E(w) = 6a)yf(a) 二 .0Q0( 轩 为 /f(aX = 二 0) 
F(b) = (5—a)’f(b) = 0, 
可 见 F(x) 在 Lab 上 满足 洛 尔 定理 .于 是 ,3& € (a,8), 使 F(&) 一 0, 即 
—&0— Sf + BR E08 
故 79 = 全 和 (9， 
【 例 5. 10】 设 f(x) 在 [0,1] 上 连续 ;在 (0;1) 内 可 导 , 目 ,F(0)- 三 0, 当 到 EC0,1) 时 ， 


( 0, 证 明 对 一 己 ay ey 
f(x) 关 0, 证明 对 一 切 自 然 数 n, 在 (0,1) 内 一 个 &, 使 Fee Pr 


nf’ (€£) PT 一 自 全 Af'(z) -1 一 二 ) 


【分 析 了 (6) f(1—&é) fz) f(1—z) 
> nlnf(z) = 一 In 一 zx) 二 Inc = PCz)F 一 z) 一 C， 
令 ”辅助 函数 F(x) 一 户 (z) 太 (1 一 工 ). 

【证 】 略 . 


【 例 5.11】 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ,上 且 | xz/ (x)dz 于 | read 证明 3 一 个 00013， 


使 | f(z)dz ="0, 
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【分 析 〗 若 令 F(z) = [ fear, 则 不 易 验 证 F(0)F(1) 二 0. 雹 臣 永 
ee | fa 
> Fon) [bf oa das.— zx| foal = | zf Crd 
EE | zf a | dDar Ey |& Df dk 


【证 〗 令 F(z) -| Cz — dss 
显然 ;F(z) 在 [0,1] 于 连续, 在 (C041 内 可 导 , 又 C0) 三 让 
job | yd | revar—| fear 人 


(因为 | zf (2)dz = | reedz) 
可 知 洛 尔 定理 条 件 满足 ,于 是 了 i a 使 
F'(Ce 二 0, 即 (| Cz—DfD) 二 全 FD rf a) — zf C2) | i 


-gk 


故 | flr)dzr = 0 
【 例 5.12】 设 f(z),g(z) 在 [a,6] 上 二 阶 可 导 , 且 了 Ca) 二 f(6) yg(a) = g(5) ,证明 : 一 
个 &€ (a,b) ,使 得 
f (8) 2 (与 
CE)— fa) gb) Be 
【分 析 】 本 题 结论 会 矿 (6)g8(0) 一 了 (jg(8 一 f(g (8) + f(a)g (Ce) = 27(€)g (€) 


A + fa) = [Fr e+ Fre (rx) 


揪 OCGEY EE CE 


ep 二 f(g (zr)= f(r)g(r)+ f(r)g (zr)+C, 
令 F(zx) = gfF (r+ fg (xr) — fr)g(r)— f(r)g' (7). 
【证 】 邻 F(z) = 二 gfF (Cr) fg (xr) — fre(r)— flr)g’ (zr); 
显然 ,F(z) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 ， 
又 Fla) = Fa)g(5) 十 Fa)g (a)— f(a)gla) = f(a)g' la) 
= f (ag(b)— g(a)] = 0, 
F(b) = fF (eat)+ fag DW— fF bab) — fg C6) 
= [f(a)— f/f(6) Je’(b) =,0s 
可 知 F(z) 满足 洛 尔 定理 ,于 是 3&€ (a,b) 使 F'(&) 一 0， 
即 fF (Og(0) + f(a) — (gE = fe) ee) — 2f (Eg) 三 205 
故 f (8) g (6) 
f= fa ED — (8 


【 例 5.13】 设 f(z) 在 [0, 十 co] 上 可 导 , 和 目 0 过 f(x) 所 了 二 祥 ' 证 明 ; 3 了 6E (0, 十 cc) ,使 


二 


LE 党 
大全 到 Cl 
/ l= x 肌 
令 & 二 zx, 则 结 = ) 
【分 析 】 令 &== z, 则 结论 二 (z) /7) i+ 
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+ Ss | ww 
[EY Fz) = f(r) — Tek 


显然 (Zz) 在 [0, 十 5) 上 连续 ,在 (0, 十 ce) 内 可 时 ， 


叉 由 0 寺 flz) 志 一 一 可 知 f(D0; 
1 


l Ds 2 ; 和 


所 以 FC0) =0, lim F(z) = lim [ea 所 IE 0; 
可 知 F(x) 满足 洛 尔 定理 ,于 是 3&€ € (0, 十 50), 使 得 
rey = 0 Bh ley i 
【 例 5.14】 设 5 二 a 二 0,f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,6b) 内 可 导 , 证 明 ; 了 一 个 &€ (a,6b)， 
OB) CD 


a E 
CLD A 


-要 2 天 和 2 
CO 


二 Rh ed) i 


A 
Fr 大 
【证 】 作 辅 助 函 数 F(z) 一 性 它 一 Ar: 
由 题 设 条 件 可 知 FCz) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a)b) 内 可 导 . 
人 BS F(w = (A bw) (“2 二 |= A 2 
p a pb a 


fb) fla) af (br bf (a) 
b a ab(b— a) 
可 见 ”F(z) 在 La,b] 上 满足 洛 尔 定理 ,于 是 了 4E (a,b) 使 得 
af (b) bf (a) Ef (8) = FC) 
FPCey 二 :0, 肥 i j 


题 型 下 和 欲 证 结论 为 Co,2) 内 3 ,满足 某 种 关系 式 的 命题 的 证 法 | 
【和 解 题 提示 】 这 类 命题 的 证 法 :或 是 用 两 次 拉 氏 定理 ,或 是 一 次 拉 氏 定理 ` 一 次 柯 丁 定 
再， 或 是 两 次 柯 西 中 值 定理 . 然后 再 将 所 得 结果 作 某 种 运算 . : 
; “证 明 中 的 辅助 函数 F(z) 的 做 法 比较 简单 ， 仅 将 欲 证 结论 中 的 & 或 ) 看 作 变 重 ， , 作 某 种 简单 
的 恒 等 变 形 即 可 看 出 ， 


【 例 5.15】 设 函 数 f(x) 在 [a;6bj| 上 上 连续 ;在 (a;5) 内 可 导 , 自 了 (a) 三 了 (5) = 1, 试 证 38， 
7€ (asb); 使 得 er [f(D) 十 f(D)]=1. 
【分 析 】 er [f(D 十 了 (WD]= 1Se[f(7D 十 产 (77] = 所， 
将 7 看 作 变 量 , 则 可 写成 Lexf( 作 ] 一 ef, 可知 辅助 函数 为 F(x) 一 ery7(z). 
【证 〗】 令 FCz) = 二 ef/(zx), 由 题 设 条 件 可 知 F(x) 在 Ea,b] 上 满足 拉 氏 定理 ,于 是 37E (a， 
及 ,可 = open + FWD, © 


因 洲 ”了 (6) = ly 


(b—a)=0, 
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串 


第 一 篇 


所 以 Se = ef +f OD 
令 g(xz) 二 e', 则 p(xz) 在 La,6] 上 满足 拉 氏 定理 ,于 是 3&€ las5), 使 
@ =— -9 
b—a | a © 


由 @@,@ 即 得 ”ers[f(WD 十 f(D]=.1. 
【 例 5.16】 设 函 数 /(zx) 在 La,6] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 且 扩 (z) 闯 0, 试 证 : 3 &,%€ (a， 


六 (£) 二 的 er 
2) ,使 得 PT 5 
[分 析 】 外 一 人 二 er 六 ( 和 二 所 二 人 人 (0D ,将 0 看 作 变 量 , 则 上 式 可 写成 (8) 一 
f 《7) py 7 
se LA C 9 ) ,可 知 可 设 辅 助 函数 为 g(X) = €” 
【证 】 令 g(z) 一 亿 ,由 题 设 条件 可 知 f(x),g(x) 在 [a,5] 上 满足 柯 西 中 值 定理 ,于 是 37 
€ (ao) ,使 
WA el a a CB RN ret 已 ( 襄 3 和 人 RC va @ 
ee Ey b—a i en 
又 f(z) 在 La,b] 上 满足 拉 氏 中 值 定理 ,于 是 3& € (ap) ,使 
TB fa) 二 a 四 


由 四 ,@ 及 题 设 f(x) 关 0,x € (a,b), 
(本 ee 一 es _ 
即 得 各 和 一 ER ye 
【〖 例 5.17】 设 函 数 f(z) ;g(x) 在 La,6b] 上 连续 ;上 且 g(5) 二 g(a) 二 1, 在 (a;b) 内 f(x)， 
g(x) 可 导 ; 上 且 g(z) 十 g(x) 关 0,f 了 (zx) 关 0. 证 明 ; 8&,yE€ (a,b), 使 
A (6 二 el[g(€) 十 g (6)] 
fF On) ez 四 
(é) _ af (Wy) 
sn 
将 7 和 & 均 看 作 变 量 , 则 上 式 可 写 减 
FE 抽动 站 
Eetg(e)] . 《人 六 
” 辅助 函数 可 令 G(x) 三 erg(x),J(z) 一 er， 
今 p(X) 二 "eig (xz), 则 由 题 设 可 知 f(x),p(zx) 在 [ab 上 满足 柯 西 中 值 定理 ;于 是 


【证 】 
3&€ (a,b) ,使 得 
er 0 
etg(b) 一 esg(a) ei[g() 十 g Ce] 
De lh) = f(a) Mk ® 
eo— ee es[g(e) 十 ge)] 
又 令 y(z) 三 时, 则 大 xz) wz) 在 La, 上 满足 柯 西 中 值 定 理 , 于 是 37E (a,b) ,使 
得 
(5) 一 fla) 
2 er = -A © 
由 四 ,@ 可 得 
Hk ey » ft CI 
Ey es[g(é) + g (9] f (7) ez 
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第 六 章 ”一 元 微 积分 的 应 用 


S$ 1 导数 的 应 用 


| 题 型 I “利用 导数 判别 函数 单调 增 减 性 的 方法 证 明 不 等 式 | 

该 法 适用 于 某 区 间 成 立 的 不 等 式 . 数字 不 等 式 通常 是 通过 做 辅助 函数 来 完成 . 

证 明 程序 :@ 移 项 (有 时 需要 作 简 单 的 恒 等 变 形 ) ,使 不 等 式 一 端 为 “0”, 男 一 端 即 为 所 求 作 
的 辅助 函数 f(z);@ 求 六 (zx), 并 验证 f(z) 在 指定 区 间 的 增 减 性 (有 时 需求 (zx), 产 (zx) 才能 
判别 f(x) 在 指定 区 间 的 增 减 性 );@ 求 出 区 间 端 点 的 函数 值 ( 或 极限 值 ) , 作 比 较 即 得 所 证 . 

〖 例 6.1】 证 明 : 当 zz 半 0 时 ,(zx 一 1)lnz 宇 (zx 一 1)*. 

【证 〗 令 f(z) = (xz: 一 ])lnz— (zx—1), f(1) = 0, 


fo) = ZinwSg jay 0 CD 


f(z) 一 21nz 十 二 十 1， RL 0 


ii = 0 


0 Fx)” Fr CD 
Na Fr (CTs= 0 Ha 
之 f(x)>f(1)=0 = (zllnr> (rz—1)’; 

当 T Ee) yy fry FD = 2 0 
< 
9 《一 

党 远 三 尖 时 下 2 一 人 读 交 二 二 卫 )。 

综 上 所 述 , 当 zz 0 时 (zx 一 DInz 宇 (zw) 


【 例 6.2】 证 明 : 当 0 二 zx 过 1 时 /二 ne 
区 arCSln 工 


RE 下 
【分 析 】 若 令 f(z) = 人 RE 的 导数 很 复杂 ,因此 先 作 简单 变形 


= 2 2 
是 工 一 钙 (1 十 工 ) A lx Utz) 


be arcsinzx 0 aresinz 


SS V1l— zx arcsinz < (二 +z)ln(l + x). 
GE] 令 f(z) = (1 十 z)la(l 二 zx) 一 V1 一 zarcsinz, f(07 = 0; 


Tz 


arcsinz— 1 


因为 了 (x) = 1n(1 十 xz) 十 1 十 - 


| ee 


契 


一 jn(1l 十 x) 十 arcsinz > 0， 


2 
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第 一 篇 。 高 等 数学 


所 以 fx) ， 故 当 0 过 二 过 1 了 时， 三 大 0 三 0 
即 (ln(l i) Wl—s arcsinz > 05 


亦 即 4. 
Se arcsinx 


【 例 6. 3】 设 访 6 D0 证明,ji 让 
a CQ 十 1 


EAH eS i Cab idl 
a a+Tb 


1 0 
【证 】 兮 \f(z) 三 Ma ny + ha) a=a), fa) =0. 


f(z) = (nr—lna)+ (a x) 二 二 2 一 [ne na Fe I 


f(z) 一 过 一 号 一 4 之 0)( 当 习 六 4 时 ) 


在 
» 
当 守 二 时 ,f(z 二 了 Coy 二 05 令 文 去 醒 则 
f(6) > fla) 一 0, 即 (ae 十 0(lnp 一 Ina) 一 2 一 a) 之 0， 


b 2(6b— a) 
亦 即 I 


【 例 6.4】 证 明 不 等 式 (zx 十 y)* > (x? 十 yj)i(x>>0,y>>0,8 之 a>>0). 


【分 析 】 (x 二 yy) > (ze 证 y) 访 人 [i+ (全 sw 人 (人 


1 i 
EE | 
EE 二 人 全 滞 
令 立 一 纪 则 原 不 等 式 © (iw) ST 
即 证 f(a) > 了 CB) ,其 中 了 (YE-(1 半 wi 迁 ! 
FE 证 今 Fo = (1 十 wx) (S05), 


吕 FDI 人 LT 二 
因为 “了 了 () 在 1 于 让 


所 以 (EY 遇 8 站 过 ,0 手 是 
fla) SF 即 《1 二 9* 入 人 平 天 党 ， 


亦 即 Tt (双语 Cr I Ce ye). 


< 和 05 
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题 型 工 。 求 函数 的 极 值 与 最 值 | 


”【 解 题 提示 】 求 极 值 的 程序 :0D 求 广 (z), 求 出 驻 点 (使 广 (z) 一 0 的 解 ) 和 使 (x) 不 存 
在 的 点 ;@ 用 取 极 值 的 充分 条 件 -定理 1 或 定理 2 判别 第 一 步 所 得 的 点 是 否 为 极 值 点 ,并 判 
别 极 值 点 的 类 型 ;@ 求 出 极 值 . 
A , 录 库 PC 在 [a ,0 下 训 大 术语 让 全 蚊 
:出 第 一 步 所 得 各 点 的 函数 值 及 端点 函数 值 . 最 大 者 为 最 大 值 ,最 小 者 为 最 小 值 . 从 实际 应 用 题 中 
抽象 出 的 数学 模型 , 若 仅 有 一 个 驻 点 , 则 该 点 处 的 函数 值 就 是 所 要 求 的 最 值 ,而 不 必 进 行 判别 。 


【 例 6.5】 设 函 数 jz) 满足 方程 1(z) 十 4f (一 二 二 十, 求 函数 /Cz) 的 极 大 值 与 极 小 值 
【 解 】 f(z) 十 4f( 一 二 )= 十. 
令 : 一 一 二 , 则 原 方程 一 /( 一 二 ) 十 47(o) 一 二 六 由 于 函数 表示 法 与 用 什么 字母 表示 
无 关 的 特性 ,所 以 方程 又 可 写成 :4f(z) 十 /( 一 三 )= 一 z， 
FD+47(- i)= + 
解 线性 方程 组 、 
4f (zx) 7 = 


得 | fz) = 一 去 (二 十 寻 ) i (wy) 守 一 让 (二 二 +4)， A 


15 15 i 
仿 f(z) 三 0 过 ” 驻 碟 #1 三 到 ,za 三 一 部 ， 
W/ wl -8 -i _16 
PA ee ed 
上 )= 一 工 二 
故 /3 Ea 6 (24D 为 f(z) 的 极 大 值 ， 


) 
= 二 (-2+4x (一 序 ))= 车 为 f(x) 的 极 小 值 


【 例 6.6】 求 数列 | 叶 二 加 ;| 的 最 小 项 的 项 数 及 该 项 的 数值 


: 【 解 题 提示 】 利用 相应 的 函数 求解 数列 的 极 值 是 常用 的 一 种 方法 ， a: 
' 助 导数 来 完成 . 


/\ 


【 解 】 令 /(z) = 对 寺 如; (由 数列 的 分 母 可 知之 2)， 


(D2 (5— 
CE 


因为 当 2 儿 入 E 过 本 时 ,bm 过 0 
当 工 之 5 时 ， f (wy SG 


所 以 t= 5 为 f(z) 的 极 小 值 点 ,7(5) 二 字 ， 


一 


王 , 令 户 (z) = 0>z = 5, 
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驯 


(1 十 nn) 
(1 —n)” 


故 数列 | 


的 最 小 项 的 项 数 为 一 5. 该 项 的 数值 为 了 
【 例 6.7】” 设 f(z) = ep 的 最 值 . 
【 解 】 令 g(x) = Sr = SR 一 了 


于: DL = 壮 训 视 入 ZEz( | 去 = dz) 
n=1 n=] n= 1 0 


二 ea 1 le (Ta) 


Wf Tw wr 21l= zl= = 


f(z) = 2 一 1, 令 了 (x) = 0, 得 驻 点 工 三 到， 


DE 7()= 2S0, 


故 /( 卫 )= ( 主 ) -二 -1 = 一半 为 7(z) 的 极 小 值 . 

【 例 和 8 设 对 给 定 的 xz 值 , f(z) = min{2x 直 1;x 十 2,6 一 2x), 求 f(z) 的 最 天 值 . 
【 解 】 分 别 给 出 y == 2z 十 1,y = 十 2,y 一 6 一 2z 的 图 形 ,由 图 6.1 可 看 出 : 

| 


4 
de 过 2 1 < ZE 了 


6 一 2z3 z>> 科 


rl1N, (rz) 三 2 人 05 二 az) = 3; 


10 


当 1 之 zx 志和 伟 时 ,f(z) 1 Omxf (zs) 三 了 


当 工 之 子 时 , 疡 (z) —— < 0 mxf(z)= ， 


故 max Ci 王 10 
(一 ca) 3 


【 例 6.9】 设 ( 一 z) = zx[ 了 (zx) 一 ;县 f(0) = 0, 求 f(z) 的 极 值 . 
【 解 】 (一 xz) = zxL 了 (xz) 一 1], 令 t= 一 z, 则 原 方 程 变 为 
F000) = FED—1j;p" xf (xz) (x) = 


zf (rz)— f(z) = 
ER Ea 
din 


/7 / 二 2 了 | Cs A = 小 
得 f(z) 2 十 1’ 积分 得 f(z) fC0) i 


> f(x) = ln] 十 ) 十 一 arctanx， 


今 FE > Ti = 0,xs 每 一 5 


Y _ 一 xz’ 十 2 十] (4 Ee 地 本 me 
f= 一 ;fF (0) = S01) 者 克 
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故 f(0) = 0 为 f(z) 的 极 术 值 ,fC 二 1) = 去 ln2 寺 下 一 1 为 极 大 值 . 
【 例 6.10】 设 y =6z, 试 从 其 所 有 与 法 线 重 合 的 弦 中 ， 找 出 一 条 最 短 的 弦 的 长 度 . 


【 解 题 提示 】 涉及 直线 与 曲线 相交 的 问题 有 时 用 参数 方程 表示 曲线 的 直角 坐标 方程 比 ; 
: 较 方便 ， e 


【 解 】 令 z 一 咏 , 代 入 一 6z, 得 央 线 的 参数 方程 (0 ， 
于 是 ”P(x,y) > P(6z? ,61). 法 线 斜 率 kx 二 一 21. 
设 曲线 上 另 一 点 的 坐标 为 Q(6s ,65). 则 PQ 线段 的 斜率 kro 二 六 区 一 ;证 
由 题 设 , 弦 为 过 P(62 ,6 点 的 法 线 , 所 以 王 -= 一 26>s 一 一 {一 去， 
PQ 的 长 度 记 为 d, 则 
d= (6s* — 61)* + (6s— 60)* = 36(s—A)[s+)+1] = +， 
241 4 8 一 4 


d? 的 驻 点 参 ! = 3ln(1 十 4z2) 一 4lnt 的 驻 点 ， /7 = 


Td Be CT 

令 /一 0 得 驻 点 + 一 土 士 ,d:( 土 廊 )= 9X4X27 一 9X27， 
V2 一 = 

二 > 4d 二 9V3 , 即 为 所 求 的 最 短 长 度 . 

【 例 6.11】 过 抛物 线 y = zx? 上 一 点 P(a,a’:) 作 切 线 , 问 a 为 何 值 时 所 作 切 线 与 抛物 线 

y 二 一 x 十 4z 一 1 所 围 成 的 图 形 的 面积 最 小 . 

【 解 】 设 RQ 为 抛物 线 y = x* 上 过 PP 点 的 一 条 切线 ,其 方程 为 y 一 a? = 2a(zx 一 a)， 
苑 ， 郊 三 205 一 你 ， 
该 切线 与 抛物 线 y 一 一 z? 十 4z 一 1 的 交点 坐标 为 联 立方 程 “ 
组 

y= 一 x 十 4z 一 1 


过 x!: 十 (24 一 4)z 十 (1 十 a*) 三 0 的 解 ， 


y= 2ar—a 


设 交 点 的 横 坐 标 为 zi ,zz ,x1 过 zz , 则 


wi 二 day mizs = 1—a’, 图 6.2 
之 zs—ZXi=2V2a 一 4a 十 3， 
于 是 ,所 求 图 形 面积 为 


S | 一 安 十 代 一 1 一 2ar 十 oz)dz 


二 区 人 人 (2a 一 4a 十 3 六 ， 


一 (Xl 


针 — Bo -Ao a = 1 Re Dd 
a da 


故 当 a = 1 时 ,所 围 图形 的 面积 有 最 小 值 ,其 为 S = S. 
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题 型 下 。” 关于 方程 根 的 研究 | 

A. 关于 方程 f(x) 二 0 的 根 (或 f(x) 的 零点 ) 存在 性 的 证 明 
”，“【 解 题 提示 】 证 题 思路 :(1) 验证 有 (x) 满足 零 值 定理 ,从 而 得 出 命题 的 证 明 .(2) 著 (x) 
:在 [a, 杂 的 端点 函数 值 非 异 号 , 则 令 下 (z) 一 | reod， 验证 FCz) 满足 洛 尔 定理 ,从 而 得 出 | 


;F'(z) 二 0 有 零 值 , 即 f(x) 至 少 有 一 个 零 惠 的 证 明 , (3) 用 反 证 法 ， 


【 例 6.12】 设 w ,as ,…，,a, 为 个 实 根 ; 关 满足 :一 罕 十 … 十 (一 Dm 二 和 一 0， 


证 明 : 方 程 aicost 十 azcos3z 十 … 十 Qcos(2n 一 1)z 二 0 在 (0, 子 ) 内 至 少 有 一 
个 实 根 . 
【分 析 】 令 f(xz) = aicosx 十 azcos3Xx 十 "十 qscos(2n 一 1)z. 因为 (0) 三 Ri 十 az 十 …… 十 
ansf( 豆 ) 二 0,1(0) 与 了 (至 ) 非 异 号 ,所 以 通过 零 值 定理 无 法 证 明 . 
改 令 了 (zx) = aicosz 十 qzscos3z 十 … 十 a,cos(2n 一 1)x， 


于 是 (m= Asin + ps 2 sin(2n —1)%. 
【证 〗 令 f(x) = aisinzx i 2 一 1)z， 
因为 . 让 扫 三 0， 
f (至 )= asin 亚 十 至 sin 总 iN i jsin(2n 一 1) 广 


i wl J = 
后 一 各 十 … 十 (一 Dm 和 一 0， 


所 以 f(z) 在 |0, 卫 | 上 满足 洛 尔 定理 ,于 是 ;3 所 (0, 了 于) 使 了 CE) 二 0, 即 


a1CcOsSE 十 Qscos3E& 十 "十 a,cos(2n 一 1)&€ = 二 0， 
故 命题 成 立 . 
【 例 6.13】 设 f(zx) 是 (一 oo, 十 co) 上 以 2T 为 周期 的 连续 函数 ,证 明 : 在 每 个 长 度 为 的 
闭 区 间 上 ,方程 :f(zx) 一 f(x 一 T) = 0 至 少 有 一 个 实 根 . 
【证 〗 设 Lzo ,ze 十 了 是 任 一 长 度 为 工 的 闭 区 间 . 
全 fla) = fx Ts 
WW Fx) = fiz) — flxo = TY), 


F(z 卡 守 》 硅 f(zo 二 一 三 Gzoy 站 A To 也 f(xo), 


(和 让) 车 f(zo) 一 了 (wo 一 T) ==0; 则 zo ,zo 十 工 均 是 方程 在 [xo ,xo 十 T] 上 的 实 根 . 
(1 才 m0)—fz C— T} RONMNP(r) opro tt T=—[Am ST)— F200 
之 0; 于 是 ;由 私 值 定理 , 了 ziE (zo,xzo 半 了 T), 使 F(x) 三 总 
综 上 所 述 ,命题 得 证 . 
【 例 6.14〗 设 f(x),g(zx) 在 [La,5] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 , 且 对 于 (a,6) 内 一 切 zx, 有 
f(z)g(zx) 一 f(x)g (zx) 关 0, 证 明 : 方 程 f(x) = 0 的 两 个 相 邻 根 之 间 至 少 有 
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g(x) 二 0 的 一 个 实 根 . 
【证 】 访 i 9 并 2 E | Ee 是 f(x) 三 0 的 两 个 相 邻 的 实 根 . 若 (Czi 本 内 没有 8( 工 ) 


的 实 根 , 则 可 以 在 [zi ,xs] 上 对 函数 g(x) = rt 应 用 洛 尔 定理 ,于 是 3&€ (zi， 


Zz) ;使 


， (£)g(é) — f(g C2) 2 
‘(E 三 0. 
[Lg(6) 


与 题 设 矛 盾 ,命题 得 证 . 
B. 关于 方程 f(x) = 0 的 根 的 唯一 性 的 证 明 


: 【 解 题 提 示 】 证 题 程 序 :CD 利用 零 值 定理 (或 洛 尔 定理 ) 证 明 f(z) 二 0 至少 存在 一 Ps 
' 根 ;@@ 利用 函数 的 单调 性 (或 反 证 法 ) 证 明 f(x) = 0 最 多 有 一 实 根 . 


【 例 6.15】 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 , 且 f(z) 二 1, 证 明 ;方程 2z 一 | far 二 1 在 (0,1) 
内 只 有 一 个 实 根 . 
【证 】 令 F(z) = 2z—| fod — ji 


1 
显然 FCZ) 在 [0;1] 上 连续 ,又 F(0) = 一 1 之 0;Ftl) = 一 Kd > 0， 
0 


由 零 值 定理 , 3&€ (0,1) ,使 FCoe = 2 一 | Kaod 一 1 一 0. 即 方程 至 少 有 一 个 实 根 . 


又 F(x) =2— f(x) >2—1=1>0, 
故 F(z) 在 [0,1] 上 严格 单 增 ， 
即 方程 F(x) = 0 最 多 有 一 个 实 根 . 


综 上 所 述 ,方程 2z 一 | 7(od 二 1 在 (0,1) 内 只 有 一 个 实 根 . 
【 例 6.16】 设 f(x) 在 | 0, 了 | 上 连续 , 且 f(x) > 1, 证 明 ， 方程 | VITA Dd 十 
|_ef qr 一 0, 在 (0, 持 ) 内 有 唯一 的 实 根 ， 
[证 】 人 SF)=| VITROWd+| ¢ 
显然 ,F(z) 在 [0, 子 | 上 连续 ,又 
F(0) = Ne dt =- 一 | dt < 一 0， 
= 上 VITH/f Wt|,e 
二 | VI 于 区 Go)dz > 0( 因 为 VI 干 矶 Fi) 之 1)， 


由 零 值 定理 ,可 知 3 一 个 ee (0; 和 到), 使 FCe = 0， 


因为 F(x) = V1 二 zt f(x) +e™ sinr 之 0， 
所 以 F(z) 单 增 . 
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于 是 F(z) 最 多 有 一 个 零 值 . 
综 上 所 述 ,F(z) 有 且 仅 有 一 个 零 值 , 即 方程 在 (0, 子 ) 内 有 唯一 的 实 根 . 


〖 例 6.17】 设 在 人 ,十 so] 朱 处 处 有 了 tz】 志 0, 且 了 (1) 二 25 六 (1) 二 二 3 证明: 在 (1， 
十 ce) 内 方程 f(x) = 0 仅 有 一 实 根 . 
【证 】 把 f(z) 在 zx == 1 处 展 成 一 阶 泰勒 公式 


Ry + 二 1) 
= + 


由 题 设 f (8) 志 0; 则 齐 了 7(8(z 一 1D)? < 0 于 是 ;请 
Fa 二 2 一 3(z 一 1 一 5 一 3z， 


可 知 , 取 局 >> 训 时 ,f(zo) ab 


由 零 值 定理 ,可 知 了 7E (1, 写 ), 使 1 人 二 0; 即 方程 f(x) =0 当 x 之 1 时 有 实 根 . 


又 由 题 设 z 写 1 时 处 处 有 (zx) 过 0, 所 以 了 《x) 是 单调 递减 的 ， 
于 是 , 当 z 宇 1 时 ,f(z) 志 (1) = 一 3, 可 知 f(x) 当 z 三 1 时 是 严格 单调 递减 函 
数 , 因 此 ,f(zx) = 0 最 多 有 一 个 实 根 . 
综 上 所 述 ,命题 得 证 . 
C. 关于 方程 f(z) = 0 的 根 的 个 数 的 讨论 
解 题 程序 :@ 求 出 f(z) 的 驻 点 和 使 六 (z) 不 存在 的 点 ,划分 f(z) 的 单调 增 减 区 间 ;@ 求 出 


f(z) 的 极 值 (或 最 值 );@ 分 析 极 值 (或 最 值 ) 与 x 轴 的 相对 位 置 ,有 时 需 辅 以 极限 协同 分 析 . 
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【 例 6.18〗 讨论 方程 a7 = by(a 之 1) 的 根 . 
【 解 】 令 f(zx)=a7 一 bx; 则 (zx) = azlna 一 也 
CID 到 De 0N A Cs 0 Fy 单调 递增 ,而 lim f(z) 一 十 ceo, lim f(x) 一 一 co， 
由 零 值 定理 及 单调 性 ,在 (一 cc, 十 ce) 内 存在 且 仅 存在 一 个 &, 使 f(&) = 0， 
即 a = 6b&. 
Ci 当 5 汪 0 时 , 令 六 (zx) = 0, 即 a*lna 一 b=0， 


es b,. I = Inlnae( 驻 点 ) 
lna lna 


因为 ”F000) 二 22 <0, 
所 以 ”zo 为 f(z) 的 唯一 驻 点 . 
| lInb — lnlna 


因 嘴 (zo 三 le 让 blog, Ga 
lna ] 


na lna 


三 和 一 lnp 十 lnlna] 
lna 
一 EIn Ss 为 六 xz) 在 (一 ,十 吕 ) 上 的 最 小 值 . 


因此 , 当 f(z0) < 0, 即 人 In ne < 0 = elna 一 1， 
na p pb 
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即 2>>elna 时 ,方程 f(x) = 二 0 有 两 个 实 根 ， 
当 f(zo) > 0 时 , 即 Sae > 1, 亦 即 0 过 6 之 elna 时 方程 无 实 根 ， 


二， 大 je 时 , 即 S 2 二 1, 即 5 二 elna 时 ,方程 有 唯一 根 ， 
当 2= 0 时 , 原 方程 三民 全 05 无 实 根 . 


【 例 6. 19】 在 什么 条 件 下 方程 x 十 pz 十 gq 二 0 有 :(1) 一 个 实 根 ;(2) 三 个 实 根 . 在 平面 (p， 
q) 上 描 出 其 范围 . 
〖 解 3 令 f(x)=z 十 pr 二 q， f(x) = 32+p, f(x) 三 6z. 
(1) 车 p 二 0,; 则 f(z) 之 0,f(z)° 7", lim f(x) = im) 二 十 sc, 因此 


Fz) 在 (一 co ,十 so) 肉 只 有 一 个 实 根 . 


(2) 车 记过 0, 得 驻 点 :z1 一 /一 如,z4 二 一 一 二. 
因为 J 六 Cz) 二 6, /= i 人 


所 以 器 是 Dg 对 撤 习 二 六 2 为 f(x) 的 极 术 值 . 


Ve A 为 f(x) 的 极 大 值 . 


( | ) 3 F(R1) < Om Ges 之 0， 即 fbx) f(x) < 0, 即 
FY 十 钨 二 0 时 ,方程 1(x) 一 0 有 三 个 实 根 ,它们 分 别 在 


《一 5 内 . 


全 
Ch 当 Fzs)7(zi) > 0, 即 下 十 党 >0 时 ,f(z) 一 0 只 、 


有 一 个 实 根 . 在 pOg 平面 上 ,十 四- = 0 的 图 形 为 半 立方 抛物 线 , 见 图 6. 3. 


【 例 6.20】 设 ”为 偶数 , 且 a 关 0, 证 明 方 程 x? 十 a" = 二 (zx 十 a)" 仅 当 z 三 0 时 成 立 . 
【证 〗 用 反 证 法 . 设 有 zo 和 0( 不 妨 设 zw 二 0, 使 芭 十 a” = 二 (zo 十 a)" 成 立 . 
令 f(z) = x 二 +a"— (r+a)’,r € [0,z0]. 
因为 f(x) 为 n 一 1 次 多 项 式 , 所 以 它 在 [0,zx。o。] 上 连续 ,在 (0,zxo) 内 可 导 , 又 
子 (0) = 0,f(z0) 三 有 二 一 (za) = 0; 
见 洛 尔 定理 满足 ,于 是 了 一 个 和 E (0,zxo), 使 
f (6) =n"™ on(éi+a)"!=0 
这 € 二 € 二 a 过 一 0, 与 < 天 0 矛盾 , 故 命题 得 证 . 
【 例 6.21〗 设 f(z) 在 (一 <o, 十 ce) 上 二 阶 可 微 , 了 (x) 之 0， li Fe) 0 
im f(z) 二 8 二 0, 又 存在 一 点 rzo, 使 f(zo) 二 0, 证 明 :方程 f(z) = 0 在 
(一 ce ,十 se) 上 有 县 仅 有 两 个 实 根 . 
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【证 】 存在 性 的 证 明 . 
因为 lim f' (x) 二 w& 过 0， 


当 福 这 里村 ,| (x) 一 a | 过 SOE f(r) < Se 


因为 了 (x) 之 > 


所 以 fr 于 是 在 (03 十 ce) 内 最 多 有 一 实 根 . 
在 [LX,z] 上 应 用 拉 氏 定理 ,有 f(z) = f(X) 二 六 ( 自 (z— X),E € CX,2). 


雪灾， 有 f(z) > 人 市 这 表明 当 工 充分 大 时 rz) 之 0， 芭 


fw) 去 0, 由 零 值 定理 j zi 人 zs2o06 俩 ciD =-0. 

同 理 可 证 3z € (zyzo), 使 f(zs) 二 0. 

唯 二 性 的 证 明 . 用 反 证 法 ;车 不 然 ,f(z) = 二 0 有 三 个 实 根 zi ,zz ;ZX (Xl 三 ; 过 工 3)， 
由 洛 尔 定理 3 命 E€ (zi ,xz2) ,E(xzssyzx3) 使 得 (8 ) =0,f(&) 三 0. 再 由 洛 尔 定 
理 可 知 , 37E (& ,2) 使 了 (wy) = 0, 与 题 设 了 (xz) 之 0 矛盾 . 


| 题 型 W 函数 图 形 在 区 间 了 上 问 凸 性 的 判别 | 


【 解 题 提示 】 若 f(x) 二 0,rET， 则 f(x) 在 I 上 为 申 的 , 若 (x) <0,zE 了 则 ny: 
:在 工 上 为 凸 的 . 


【 例 6. 22】 设 /(z) 在 (一 -=, 十 cc) 上 是 正 值 连续 函数 ,判别 FCz) 一 | | zul fl du, 
re 0 在 (一 co9 十 oo) 二 的 圈 辐 性 : 
【 解 】 F(z) | (Gz wf dut | Gu) fddu 


=z| feodu—| wf Codut | uf Gdu—z| rcodu， 
pC 下 过 一 | f Gddut zf Cz) 


| fdu—| fladu, 


F(z) = f(x) + f(x) = 2f(2) 0. 
所 以 F(x) 在 (一 co, 十 oo) 上 是 四 的 
【〖 例 6.23】〗 设 f(x) 为 奇 函数 , 目 当 x 过 0 时 , f(x) 过 0,f (x) 宇 0 


令 Fz) A oa F(2) 在 (二 56; 半 53) 上 的 四 同性 . 
【 解 】 因为 | ， Cd Vd te 二 天 | f Cw du 
= 0 (因为 f(z) a f du = 0), 


令 v 二 


工 2 一 rt 0 
| fC — zd 一 | fo 村 to= 王 | ,fodv， 
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所 以 FCx) 汪 却 | ， a 
到 (元 ) = [一 fC~— 2)](=2z) = xf (~ zx’), 
F(x) 三 f( 一 zx:) 一 2x: 扩 (一 zx:) 之 0( 因 为 f(x) 为 奇 函 数 , 且 f(x) 二 0， 
所 以 f( 一 xz?) <0, FO S/O) 
故 (x) 在 (一 co, 十 so) 上 是 凸 的 . 
| 题 型 ” ” 渐 近 线 类 型 :(1) 水 平 渐 近 线 ;(2) 铅 直 渐 近 线 ;(3) 斜 渐 近 线 ， | 


3 0 Be 
车 lim lim f(x) = 6, 或 im f(z) 二 5»y 则 yy 二 如 为 了 (Zz) 的 水 平 浙 近 线 ， 
车 lim f(zx) = 一 co 或 limn f(x) 二 o0,; 则 二 xo 为 fz) 的 铝 直 渐 近 线 . 


ET zt 


车 a = lim = Im[7Cz) ~ ar], 则 yy 二 ax 十 6 为 (zx) 的 锋 渐 近 线 . 


【 例 6.24] 设 y= f(z) = (z' + 2 — er , 求 渐 近 线 . 


(zz ©— 1l1)arctanz 
(2 让 es 1 2 
li = 
【 解 〗】 41) "(Zr 1)arctanz J a 
2 
lim (2 十 2rz 一 3)es Eee 
ri- (me = 1l)arctanz 元 ” 


故 y 王 二 及 y = 一 二 为 f(x) 的 水 平 渐 近 线 . . 
(2) 使 FCz) 没有 意义 的 点 :x lz = 0,z= 1, 
el C2 2 = ev = 68,% 三 =—1 是 铅 直 渐 近 线 . 


rl (x ©— 1)arctanzx 


lim (2 十 纺 一 3)er = 足 , 所 以 一 1 不 是 锁 直 渐 近 线 . 


zl (22 一 1)arctanx 


1 


2 EE 一 元 
er i on = 0 


(x — 1)arctanz ot Actany 


zx"0 


【 例 6.25】 求 笛 卡尔 曲线 zx? 十 y 一 3azy = 二 0 的 斜 浙 近 线 . 


睫 | 喝 at 
~ 1+# 
【 解 ] 邻 y 二 堪 , 则 x 十 y 一 3ary 一 0 的 参数 方程 为 ee ‘To 1. 
2 
Ca 
Ee 2 
i = 


3at 3at 
b= lim[f(z) 一 好] = lim | 记 全 二 | 


二 es 
tl (十 2)(2 一 十 1) 


= 
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故 笛 卡 尔 曲 线 的 斜 渐 近 线 为 y= 二 一 x 一 a. 即 x 十 y 十 a == 0. 


3 2 定 积分 的 应 用 


题 型 1 ” 微 元 法 及 其 应 用 


在 [a,6bj 的 任 一 子 区 间 [Lz,z 十 dz] 上 建立 所 求 量 M 与 函数 f(x) 及 自 变 量 均 的 微分 dz 之 


间 的 关系 : 


dM = f(x)dz ® 


从 而 求 出 所 求 量 M = | dM = | /(z)dz 的 方法 , 称 为 利用 定 积分 解 题 的 微 元 法 . 

解 题 程 序 :中 选择 坐标 系 ,确定 积分 变量 . 选 积分 变量 的 原则 :所 求 量 M 与 积分 变量 能 建立 
起 联系 ;尽量 使 [4,5] 上 构造 的 关系 式 @ 简单 ,个 数 少 ;@ 利用 “去 弯 取 直 , 以 不 变 代 变 ” 的 思想 
获得 微 元 关系 式 @;@) 写 出 积分 式 并 求解 


【 例 6.26】 求 曲 线 y 二 3 一 | x 一 1 | 与 z 轴 所 围 成 的 封闭 


| 
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【 解 】 建立 坐标 系 , 如 图 6. 5 所 示 . 将 球 从 水 底 取出 所 做 的 功 分 为 两 


图 形 绕 直 线 y = 3 旋转 所 得 旋转 体 体积 . 


四 
~ 


% P222777777277VIVTON 


_ e+42,1z|e1 
| 
由 图 6.4 的 对 称 性 可 知 , 只 要 计算 出 第 I 象限 的 图 形 “之 O 
绕 直 线 y = 3 旋转 的 体积 ,然后 2 倍 即 可 得 所 求 旋转 
体 体 积 . 
设 旋 转 体 在 L[0,1] 上 的 体积 为 ,在 L1,2] 上 的 体积 为 wz , 则 它们 的 体积 元 素 分 
别 为 
dVi = xf3 一 [3 一 (z2 十 2)]?)dz， 
dV = — 3 =(4— ~) |}dz, 
由 对 称 性 求 出 体积 


2 
V =2(V+V;) = 2x| £3 —[3— (z+2) dzt+2r| (3 E34 
1 


1 
0 


图 6.4 


P227777777272729P77 


2 _ 448 
了 


”人 na 
es -Wh 4 PE 3 5 
= 2 ,8 + 27 Zz )dz 2x(8z 十 3 5 ) 


【 例 6.27】 半径 为 R, 比 重 为 (大 于 1) 的 球 , 沉 入 深 为 瑟 ( 大 于 2R) 的 水 池 底 , 现 将 其 从 水 


中 取出 , 需 作 多 少 功 ? 


部 分 : 
(1) 将 球 从 池 底 提升 到 球 顶 面 与 水 面相 齐 时 所 做 的 功 Wi. 
(2) 将 球 进一步 提高 ,到 球 底 接触 水 平面 所 作 功 为 WW;. 


iH 
在 水 中 所 用 外 力 Fn 一 球 重 一 浮力 一 xR'8 一 计 xR*， 
乞 是 
WW 二 = SxR* (6 1)(H —2Ry, 
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球 从 水 中 提高 单位 时 ,所 用 外 力 Fy 为 
Re xR'6— 水 下 部 分 球 缺 的 浮力 


xR'3—x(R— 名)h 


= 
" 
WW 4 3 2 ] 开 3 EE = 2 
了 AR 一 元 (2R 一 二 ) [R 3 (2R z) |= 至 [4R CO = y= 
其 中 六 为 球 缺 的 高 , 故 所 需 做 的 功 W, 为 

W, = 至 | [4R:(0—1) —z +3Rr’]dz 


4 2R 
一 到 | 4R*G9 一 Dz 一 于 十 Rzs | = 千 xR'(28 一 )， 
0 


故 将 球 从 池 底 取出 外 力 需 作 功 为 W = Wi 十 W, 二 全 xRe[R 十 6 1)H]. 


【 例 6.28】 设 有 一 半径 为 RR 的 平面 圆 板 , 其 面 密 度 为 二 46 十 3p,p 为 圆 板 上 的 点 到 圆 板 
中 心 的 距离 , 求 该 圆 板 的 质量 M. 
【 解 】 由 于 面 密度 是 点 的 函数 ,与 圆 板 中 心 等 距离 的 点 密度 相 
等 . 因此 ,用 微 元 法 分 析 时 应 按 图 示 的 方法 进行 分 划 . 图 
6. 6 中 阴影 部 分 的 质量 为 dM = 2xpdp(4p’ 十 3p) 二 (8xp’ 
十 6ro )dp， 
故 圆 板 的 质量 M = | er 十 6roz)do 一 2rRz(R 十 1). 
© 用 微 元 法 分 析 问 题 时 对 图 形 的 分 划 5 究 竟 是 条 形 分 划 , 圈 形 分 
划 还 是 层面 分 划 ; 要 根据 具体 问题 的 几何 或 物理 意义 确定 . 
| 题 型 ” 求 平面 图 形 的 面积 的 求法 | 


[ 解 题 提示 】 依 图 形 的 边界 方程 的 类 型 分 曾 用 
| Ef 


B 8 
过 sw 或 ewy war|u S = 村 | 1B(0) 一 HCO)1d9 表 示 . 


【 例 6.29】 设 曲 线 y = cosz (0 三 x 三 于 ) 与 < 轴 ,y 轴 所 肝 图 形 面 积 被 曲线 y = asinz， 
y 二 bsinz(a 这 65 这 0) 三 等 分 ( 见 图 6.7), 试 确定 a,b 的 值 ， 


【 解 】 1 由 y = cosz,y 二 asinz 得 tanz 一 > = arctan 2 | 
a 
同 理 可 求 得 x; 二 arctan 


因为 | eoswdr = 1， 
0 


ED ny SD es 
3 
图 6.7 
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Di = 去 三 | (cos 工 一 asinz)dz = Sinzl + acoszi—a 
0 
2 
一 Ls 1Tar —a>a 一 二， 
Vita” Vi+tea 3 


D; 


= | psinzdz 十 下 coszdz 
[0 


4 


二 一 becoszz 十 十 1 一 sinzs 


py 1 
雪 演 a 
和 本 本 
A 


2 
【 例 6. 30】 求 两 椭圆 十 各 二 1 与 先 相去 1 的 公共 部 分 的 面积 S 


i 
Eb [a pb? 
【 解 ] 解 联 立方 程 组 ， ， 得 出 两 椭圆 的 交点 
EE 
b 而 2 
Es wb 
人 三 gD 
a wi 3 
i ,在 第 一 象限 的 交点 坐标 二天， 二 声 )】， 
fa? + 多 


由 于 对 称 性 ,可 知 S = xab 一 2S.， 
8 =| Er ge | ey), 
对 第 一 个 积分 作 变换 x 一 bsinti 第 二 个 积分 令 工 一 asint 得 


in 一 天 -一 Hesin 一 一 
S. = 2 (| 2 0 cosstd ) 


= 2ab 本 Va Vi eo0s*zdz = | 2 Vi (1 十 eos22) dt 


i 
i 加 1 一 让 
= ab (tt sintcost) = barcsin IE ) 
aaTCSI EE 
—pb E 2 = 
训 S 二 zab 一 (全 2 )= ab|«— 2itesin (ST ) |. 
【 另 解 〗 用 极 坐 标 计 算 . 令 工 二 ocosg,y 二 psing, 得 两 椭圆 的 极 坐 标 方程 分 别 为 
2 2 2p2 Pk ab: 
人 bicos’0+asinng” 《 a?cos’:0++ bsin’0” 


由 于 对 称 性 ,所 求 图 形 面积 可 看 作 图 6.8 中 阴影 部 分 的 8 
信 ; 故 


a:b: 
pl | = a’: cos:0 b? sin: 
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第 六 章 ”- 一 元 微 积 分 的 应 用 


题 型 五 ” 求 立 体 体积 


[ 解 题 提示 】 @ 已 各 形体 的 也 东平 行 截面 积 S(Ci) , 则 形体 体积 VV 二 soar 四 条 六 村 


体 体积 。 平面 曲线 y 一 GD va 过 < 过 6 锐 z 办 旋转 体 体积 =x| f(z)dz, 名》 四 旋转 的 放 


: 转 体 体积 V, = = 2x| CE) dR 


【 例 6.31】 求 柱 体 x 十 y 三 a 与 x 十 xz 二 a? 相 贯 部 分 的 体积 V 
【 解 】 6.9 仅 画 出 两 个 柱 体 相 贯 部 分 在 第 一 卦 限 部 分 的 形体 ， 
其 中 阴影 部 分 为 垂直 于 zx 轴 的 平面 所 截 形体 的 截面 ,其 面 
积 SCz) 为 
S(z) 三 z(z)y(z) = Va — zx Van 大 -一 20022. 
由 于 对 称 性 ,两 柱 体 相 贯 部 分 的 体积 可 看 作 第 一 卦 限 部 分 
的 8 倍 . 
6 3 


故 V= | SC)dz = se ya Ma 、 
0 0 


图 6.9 


【 例 6.32】 求 直线 :一 学 一 绕 z 轴 旋转 所 得 旋转 面 与 两 平面 一 0,z 一 1 


所 围 成 的 立体 体积 ( 见 图 6. 10). 


工 二 1 
+ 汪 池 
.【 解 】 直线 :二 :一 和 和 | 时， 
Mi 


二 


让 


图 6. 10 


在 轴 鹤 距 为 = 的 水 平 截面 截 此 旋转 体 所 得 截面 为 一 个 圆 ， 
半径 为 


= VT = 


于 是 ,截面 面积 S 二 xR* = x| 1 十 (所 2) ] 


故 旋转 体 体积 V 一 | [1+ 全 二 ]d= = 13x 


【 例 6.33】 求 心脏 线 p = “a(1 十 cosb) 所 围 平面 图 形 绕 极 轴 旋转 所 得 旋转 体 体积 . 

【 解 】 由 图 形 的 对 称 性 ,整体 图 形 绕 极 轴 旋转 所 得 旋转 体 体 积 
相当 于 阴影 部 分 图 形 ( 如 图 6. 11 所 示 ) 绕 极 轴 旋 转 所 得 
旋转 体 体积 . 


V= 中 2 对 yx) dx, 


因为 x = ocosg 二 a(l1 十 二 
y= psin0 一 &(1 十 cosg)sinb， 图 6.11 


所 以 V = "| a (1 cos0)’sin’0. a(— sin0 — sin20)d0 


| a (1 十 cos0)’sin’*0(— sin0 一 Sin20)d0 
[A 
二 ra | (1 十 cos0)?sin*0(sin6 十 sin20)d0 = Sna’ 
0 


【 例 6.34】 将 抛物 线 y 一 zx? 一 az 在 横 坐 标 0 与 c(c 之 ua 二 0) 之 间 的 弧 段 绕 工 轴 旋 转 , 问 
c 为 何 值 时 ,所 得 旋转 体 体 积 立 等 于 弦 OP(P 为 抛物 线 x 二 c 的 交点 ) 绕 工 轴 
旋转 所 得 锥 体 体积 Ve， 

【 解 】 如 图 6.12 所 示 , 阴 影 部 分 绕 z 轴 旋 转 所 得 旋转 体 体积 V 为 


Ws «| ydr tn| ydz = | (x — ax)’dzx 
0 a 0 


= | (zx:—2ar’ +a’r)dzr 
0 
本 


i (Be et de) 


弦 OP 绕 工 轴 旋 转 所 得 锥 体 体积 Vs 为 


六 本 三 = 三 BrCe’ —ac)e 三 rc (ec— a)’, 


3 
由 题 设 V 二 Vi , 则 有 
a i ad i 
are Cc a) = ne (Fe 2 + 0 Se = a 


〖 例 6.35】 求 由 曲线 xz?* 一 y = 2,z 十 y= 二 V2 ,zx 十 y= 二 3V2， 
> 一 工 所 围 成 的 图 形 绕 直 线 y = zz 旋转 所 成 的 旋转 体 体积 . 


【 解 】 如 图 6. 13. 将 坐标 系 zOy 作 逆 时 针 旋转 革 , 设 新 坐标 系 为 
uOv，, 有 坐标 变换 公式 


元 二 需 1 
4 二 zcos 才 十 ysin 二 高 《zy 
A | . ” 
Wa si 十 ?cos 友 = 区 ， 


于 是 开 一 浊 三 2 你 wv ==1, 
cy Ns MET, 
区 wy 


第 七 章 ” 向量 代数 与 空间 解析 几何 


题 型 1 向量 的 运算 


(D 设 Tz1=2; 151= 5, (1B) 二 字 x; 则 X= 时 , 向 量 疯 二 
A4 十 175 与 7 = 二 34 一 互相 垂直 . 
(2) 设 轴 = 二 24 十 35,N 二 38 一 6,|&|=2, | 51= 4"B)= 字 ; 则 |wx 


元 | 一 


(3) 设 a,5, 6 均 为 单位 向 量 , 上 且 有 2 十 二 cc=0, 则 2 8 十 5。c 十 ED 


(4) 设 (a XxX) C=2, 则 [GG 十 从 XB 二 +O]，(C 二 0) 二 
(5) 设 向 量 z 垂直 于 向 量 a 一 {2,3,1} 和 二 {1; 一 1,3), 与 C = {2,0,2} 的 数量 
积 为 一 10, 则 ZZ = 到 


(6) 设 a,5 两 个 非 零 向 量 , 1 51= 1,(4^ 四 = 二 Wi 


9 
ES) Ze0 


【 解 】 (1) 由 题 设 m.n 二 0, 即 


(Aa+1725). (3a—D)=3|al:+(51—AVa.5—17|15|:=0, 


亦 即 124+ (51—X2)2X 5cos E17XS5 二 交 


之 17) 人 一 680 三 0 一 人 三 40. 


(2) mAN= (2a+30) x 3a 


=6aXa+9b Xa—2axXb—36X6b=116Xad, 


Imxnl=111b llalsina “6) = 11X1X2xX sins = 11V3. 


(3 .G+ 二) bat dt) 


(4) 


= 
因为 &,6,c 


3 2d BHa t+. 6)—0, 


故 6.5+B. 5H6me= 一 池 
[Cai+0) x G+ (ta) 
= (aX6+ioXo+axc+dx). (Cta) 
一 (2XD)。c 十 (GaXc cc 十 (ZX caxXDati+(axD) .a+ax 
catF(dXO .a 
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= (aXD .i000 AX C=2a4X0) .c=4. 
(5) 因为 z | 2 天 二 万 ， 
所 以 ziW axb, 


王孙 
人 泪 六 二 |2 1 | 一 10 过 一 5 三 一 5 这 ， 
1 一 1 3 
和 XCDNTONP 5 一 A}, 
I te ey 
即 《1 一 5 六) es{2 .052) = 10% 手 一 10 入 入 = 二 fs 
故 ” 广 = {一 10,5,5}. 
C6) lim 上 2 十 zB |=| a jn [atzb 人 一 | < 
和 全 并 ro zx[L| < 十 工 2 1 二 2 
i (to) atab) -aa joe" bebe 
一 0 z[lja 十 zB | 十 la 有 z=0 如 二 65 | 十 | a | 
a*b 元 1 
二 151eos(G ,BD) = cos 冯 = 本 . 
【 例 7.2】 设 z 宇 {1;)1,1},6= 二 {1,2y1) ;c= 二 {1,0; 一 1})m= "(2a46)X(c—a)+(6 


斗 Xa 和 二 坊 , 求 | 天 1， 
【 解 】 芭 二 2aXxXc+oxc—2axXa—bxXa+oxaicxXai+dbx6b+cxo6 


ze 发 
=aXi= |1 1 1 |=—i+27—%, 
oD 


故 ”| 区 |= MN( 一 D? 十 (2 十 (一 1)? 一 V6， 
〖 例 7.3】 试 证 & = 一 ?了 ?十 37 了 十 2 有 ,5 三 27 一 37 一 4,c 三 一 37 十 12 了 十 6 友 在 同一 平 
面 上 ,并 将 c 用 4,25 表示 出 来 , ; 
= 二 3 僻 
【 解 】 因为 (&,5,c) 一 | 2 一 3 一 4=0; 所 以 a,5,c 三 向 量 共 面 . 
-3% A2 a Guile - 
令 c 二 Aa 十 5 ,其 中 ,py 为 待定 常数 , 则 由 
一 3 了 十 12 了 十 6 下 一 和 (一 过 十 3 了 十 2 有 ) 十 AC2 王 一 3 了 一 47) 


a=— 3 
3N=—12: > A= ps 
2 一 4 一 6 


故 芝 三 52 十 多 
| 题 型 { ” 求 平面 方程 | 


，”【 解 题 提示 】 若 题 设 条 件 中 平面 通过 某 已 知 点 , 则 一 般 用 平面 的 点 法 式 方程 :A(z 一 zo) 
十 BC 一 20) 十 C(z 一 am) 一 0, 此 时 间 题 转化 为 求 平面 的 法 矢量 六 二 {A,B,C). 若 题 设 条 件 中 ; 
平面 通过 一 条 直线 (该 直线 用 两 平面 的 交 线 表 示 ), 则 用 平面 来 方程 处 理 . 


第 七 章 ” ”向 量 代 数 与 空间 解析 几何 


2 一 3 十 2 一 5 一 0 
【 例 7.4] 求 通过 点 (1,2, 一 1) 且 与 直线 |、 ”垂直 的 平面 方程. 
3 YI 一 22 一 4=0 


【 解 】 设 所 求 平面 为 :A(z 一 1) 十 Bl(y 一 2) 十 C(z 十 1) 二 0， 
7 二 {A,B,C} 为 其 法 向 量 ,直线 的 方向 向 量 s 为 


二 “也 E 
3 | ep 
因为 平面 与 已 知 直线 垂直 ， 


/es 
则 所 求 平面 方程 为 5(x 一 1) 斗 7@ 一 2 十 入 (z 斗 了) 二 0， 
即 5% 十 7y 十 1lz 二 8 二 0. 


工 一 2 于 3 
【 例 7.4】 求 通过 点 (1,2, 一 1) 且 通 过 直线 中 二 2 十 # 的 平面 方程 : 
zzZ 三 1 二 2 


【 解 】 设 所 求 平面 方程 为 A(z 一 1) 十 B(y 一 2) 十 C(z 十 1) = 0.; 直线 工 的 方向 向 量 $ 二 (3， 
1,2}( 注 :参数 方程 中 ,参数 上 前 的 系数 即 为 直线 方程 的 方向 系数 ) ,由 于 平面 通过 直 
线 工 ,所 以 z 三 {A,B,C} |] 3 = 二 但 1,2} 于 是 


3A 十 B 十 2C = 0， @ 
又 所 给 直线 上 的 点 (2,2,1) 也 在 所 求 平面 上 ,于 是 有 

A++2C=0. @ 
联 立 中,@ , 解 出 


A =—2C;B = 4C; 
故 所 求 平面 为 
一 2C(z 一 1) 十 4C(y 一 2) 十 C(z 十 1)= 二 0， 即 一 2z 十 4y 十 z 一 5 二 0. 
【 例 7.5】 求 过 点 (1,1,1) 上 且 与 平面 不 :x 一 2y 十 3z 二 1 和 平面 不 :xz 十 y 一 = 一 2 均 垂 
直 的 平面 . 
【 解 〗 设 所 求 平面 方程 为 A(z 一 1) 十 B(y 一 1) 十 CCz 一 1) = 二 0,n== {A,B,C})， 
因为 所 求 平面 上 平面 琴 与 丈 . 所 以 


允 nz1 且 nn | nz. 于 是 2 
有 Ek 
BR 1 = 3 | 
i 
取 = {一 1,4,3), 则 所 求 平面 I: 一 (x 一 1) 十 4(y 一 1) 十 3(z 一 1) = 0， 
即 一 十 45y 十 3z 一 6 = 人 Q 
【 例 7.6】 求 过 直线 了 < 一 下 一 和 一 一 本 :的 平面 方程 
【 解 】 所 求 平面 通过 第 一 条 直线 ,因此 通过 第 一 条 直线 上 的 点 (2, 一 2,3), 设 所 求 平面 方 
程 为 A(z— 2 By hoi eR 


由 题 设 = {A,B;C} | 5 = {1,— 102),7 ess = 2, Ds 
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十 了 了 和 卫 贡 
于 是 ?可 天。 中 二 | f= 一 T= 一 57 一 37 十 六， 
A 村 
故 所 求 平面 方程 为 一 5(x 一 2) 一 3(y 十 2) 十 z 一 3 二 0， 
即 一 5zx 一 3y 十 z 十 1 = 0. 


题 型 五 ” 求 空间 直线 方程 | 


; ，【 解 题 提 示 】〗 车 题 设 条 件 中 直线 通过 某 定点 ， 则 一 般 用 直线 的 对 称 式 或 参数 式 方程 求 
: 解 ,此 时 将 问题 转化 为 求 直 线 的 方向 向 量 . 凡 题 设 条 件 中 提 及 直线 与 直线 、 直 线 与 平面 相交 的 ; 
:问题 ,一 般 将 所 求 直线 方程 设 成 参数 式 ; 有 时 也 用 其 一 般 式 . 


【 例 7.7] 求 通过 P(1,2,1) 点 ,垂直 于 直线 Li :一 一 学 一 和 + 又 与 直线 L。 :地 一 
y 三 一 zz 相交 的 直线 方程 . 
工 王 1 十 友 
【 解 】 设 通过 P(1;,2,1) 的 直线 方程 为 [atm 
Sg: 1 -hn 
因为 所 求 直 线 工 | 了 5 
HL a ©; @ 
又 Ls 可 写成 2 
因为 工 与 L; 相交 ,将 该 方程 组 与 工 的 参数 方程 联 立 , 解 得 
l= ms (@) 
解 联 立 方程 组 0,@ 得 1 一 一 二 mi 一 也 mu 
全 到 风 王 一 :35 元- 二 2， 
玄 三 下 一 和 
故 所 求 直线 工 的 方程 为 | = 
zz 一 1 十 5 
[本 7.8] 设 直线 通过 点 P( 一 3,5, 一 9) 且 和 两 直线 La 15,17 
和 一 2 无 一 吉 之 一 5 元 十 10 
交 , 求 此 直线 方程 . 
二 一 
【 解 】 设 所 求 直 线 方 程 为 2 
多 二 一 外 本 论 
i 一 一 - 
将 其 代入 工 ; 方程 中 ， 有 [”” -nr , @ 
将 其 代入 工 ， 4 二， 四 


将 @ 中 的 2 三 2 代入 加 ,得 于 三 221 
念 王 相 则 | 殉 二 人 22 天 三 蕊 ; 
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去 二 一 3 十 世 
故 所 求 直 线 方程 为 | -sa 
这 王 一 内 十 2 
T= 3z—1 yy 一 2 一 5 
【 例 7. 9】 求 与 二 直线 世 :| SS 和 Ls:| 2 垂直 且 相 交 的 直线 方程 . 
了 之 并 
X= 一 1 十 3t 
【 解 】 直线 Li 中 令 z= ents 二 一 3 填 24, 其 方向 向 量 s, 二 {3,2,1)， 
二 
同 理 可 得 直线 L; 的 方向 向 量 s; = {1,2,7})， 
7 7 大 
| 三 和 三 
Wh 


由 题 设 所 求 直线 工 的 方向 向 量 s // sy X $2. 


态 ji 二 计谋 外 二 

已 知 直线 工分 别 与 Li,L, 相交 , 则 工 和 Li 在 同一 平面 上,L 和 Ls 在 同一 平面 下 
上 , 故 工 在 平面 I 与 J 的 交 线 上 . 

求 工 与 Ls 所 在 平面 玖 . 首先 在 直线 Li 上 任 取 一 点 Mi， 

设 二 三 :0 代 人 和 人工 方程 , 求 出 zi 一 一 1, = 一 3; 则 MM 为 (一 1, 一 3,0)， 


rin 
3 2 1 


所 求 平面 开 的 方程 : 一 7(x 十 1) 十 0(y 十 3) 十 21(z 一 0) 一 0, 即 过 一 3z 十 1 一 0， 
同 理 可 求 工 与 L, 所 确定 的 平面 I :37x 十 20y 王 11z 十 122 二 0. 


胡 所 未 直 妇 方程 为 |。_ :ao ite 122 0 


题 型 W 平面 与 平面 .平面 与 直线 .直线 与 直线 的 关系 


人 
元 十 2y 于 z 一 一 0 =: 
线 LL : 六 上; : 
【 鲍 7.10 求 下 全 epi 和 直线 Ll 间 的 夹 
角 . | 
【 解 】 直线 L, 的 方向 向 量 5,， 
部“ 局 
SI mm = (ol Xm 2 = "ee Tey Eo Sd 
= 


取 5) 一 六 如 X ns 2 (L707 so 
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直线 L; 的 方向 向 量 s;， 


i 了 Ek 
so n= {lss 1 于 1|= 一 37 一 3 了 7 十 0， 
es 
也 到 一 也 高 XR 二 (二 150}， 
直线 五 与 工 ; 的 夹 角 , 即 为 si 与 5; 的 夹 角 为 9, 则 
| wa | | 30 = T=1s = L150 1 
s0 = 二 一 一 一 一 二 i 
| 万 ,全 2 
ye 
所 以 0 一 二- 
-在 刀 区 下 二 为 
【 例 7.11】 求 直线 |/” ” 与 平面 z 一 2y 上 3z- 3 一 0 间 夹 角 的 正弦 . 
光一 北 二 愉 
2 六 
〖 解 〗 直线 的 方向 向 量 s5 = 入 X 应 = 三 1 1 一 1 三 和 ,一 3 一 2 
Th ls Wg 
设 直 线 与 平面 的 夹 角 为 90, 则 
ol NAN TXT DD HxEl) 1 
sing = cos( 6) 花 直 直下 I 14 


题 型 V ”点 到 平面 .点 到 直线 的 距离 ,两 异 面 直线 的 距离 


【 解 题 提示 】 设 PCzo ,yo ,ze) 到 平面 Az 十 By 十 Cz 十 万 = 0 的 距离 为 过 , 则 
d= AByt CtD| 
ee De 


设 PCnn ,aa) 到 直线 人 : 玫 了 并 一 汪汪 一生 的 站 再 为 4, 则 g 一 “< ,其 
中 = {limon} MP = {zo — zis yo — yiszo — Zi)}. : 
: A 全 计 于 全 清 让 人 本 全 个 光 下 人 之 间 的 距离 
2 mi 7 ee m2 722 
一 般 利 用 直线 的 参数 式 化 为 二 元 西数 最小 值 简单 

如 | 
【 例 7.12】 “ 求 直线 Li :二 一 > 一 对 与 直线 蕊 :| ,之 间 的 距离 
光学 将 天 
X= 三 1 十 t 文王 8 十 1 
【 解 】 直线 L, 的 参数 式 :4y = 一 1 十 2t,t 为 参数 ,直线 上， gs 二 25 一 355 为 
之 一 上 了 SEE 


参数 . 

设 直线 Li 与 L; 之 间 的 距离 为 d, 则 

d 二 直线 Li 与 L; 任 两 点 间距 离 / 的 最 小 值 ， 
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【 例 7. 13】 试 讨论 两 平面 | 


【 解 】 


【 例 Ws 14】 试 讨 论 三 平面 II; :az 廊 十 bay 十 C2 = 2 


【 解 】 


(一 V(t 一 s) ?十 4(t 一 s 十 1 十 (1 一 5)* 
二 Vl 十 1 一 5 一 1 十 (一 1 十 2t: 一 2s 十 3 十 (4 一 85)? 


令 二 1 一 s 
— = Vu hutt4. 
8 2 
U on J， 
则 zx 本 a 时 


1 取得 最 小 值 1 一 6. 计 一 8. 地 十 4 
2 2V3 


”| 题 型 可 ”线性 代数 中 线性 相关 性 在 解析 几何 中 的 应 用 | 


I :Cl 并 十 By 十 cz Ps di 的 位 置 关系 
) -ys 
I; :Qaz 工 十 py 十 czz 一 ds 


Ul pi Cl : di 
as bs ca : cl 
当 7(4) 一 2 时 ,abcl 与 avbcs 不 成 比例 ,所 以 两 平面 相交 于 一 条 直线 . 


当 (4A) = 1,7(A) 一 2 时 ,a :bisa 与 Qaz sDb2 scC2 成 比例 ,但 它们 的 比 一 他, 所 以 两 平 


面 平行 . 
2 r(A) 二 r(A) a nl Hs ,Di a0] si E53 C2 yz wyC2 ds 成 比例 ,所 以 两 平面 重合 . 
I saiX 十 biy 十 ciz > di 


al pb Cl 一 
人 一 :4= 


Ca bs cs 


的 位 置 关 系 . 
1 :as 并 十 by 十 csz 王 ds 


Ql pb C1 CI pb [eo | di 
A= as bs Co ,A 一 Us pb» C2 ds . 
aa bs ca as bs cs ds 


(1) 车 r(4) = r(4) = 3 时 ,三 平面 相交 于 一 点 ,因为 此 时 方程 组 只 有 唯一 解 . 

(2) r(4) = 3,r(4) = 2 时 ,三 平面 不 相交 ,因为 方程 组 无 解 . 
因为 (4) = 二 2, 所 以 A 的 三 个 行 向 量 @i ,az ,ws 线性 相关 ,ki@i 十 已 oa 十 ka@s 一 
0, 当 ,ks ,ks 均 不 为 零 时 ,三 平面 中 任意 两 平面 的 交 线 与 田 一 平面 平行 ; 当 &， 
kz ,ks 中 有 一 个 为 0 时 ,三 平面 中 有 两 个 平行 , 另 一 平面 与 这 两 平面 相交 . 

(3) r(4) = 二 +r(A) = 2 时 ,三 平面 相交 于 一 直线 ,因为 此 时 方程 组 有 无 穷 多 组 解 . 
因为 (4) = 2, 所 以 4 的 三 个 行 向 量 p , 访 ,Bs 线性 相关 ,kB 十 kB 十 kp = 0， 
当局 ,ko ,k; 均 不 为 零 时 ,三 平面 互 异 ; 当 k ,ks ,As 中 有 一 个 为 零 时 ,三 平面 中 有 
两 平面 相 重合 . 

(4) r(4) 一 2,r(4) 二 1 时 ,三 平面 不 相交 ,因为 这 时 方程 组 无 解 ,又 XCA) 二 4; 所 以 
三 平面 平行 ,还 因为 r(4) = 2, 所 以 三 平面 中 最 少 有 两 平面 互 异 . 

(5)r(4) 一 >(4) = 1 时 ,三 平面 重合 . 


第 一 篇 “高 等 数学 
al bi 0 
【 例 7.15】 设 @ 三 |a lyar 一 |p0 yas 一 |cs ; 则 三 条 直线 :EisvLzsEs 相交 于 一 点 的 充 
Qi3 ， 3; C3 
要 条 件 是 【 ]】 
Lisaizi+biyttce = 0 
Ls:azX 十 boy 十 cs 一 0 其 中 十 久 关 0,i = 二 1,2,3. 
Lsiaszt+byt+te =0 ; 
(A)ai ,az ,as 线性 相关 . (B)@ ,az ,os 线性 无 关 . 
(Cr ot) = rls 0 ). (D)@ ,as ,os 相关 ,Ql ,os 无 关 . 
【 解 】 工 ;,L; ,Ls 相交 于 一 点 仿 线性 方程 组 


azrtoy+e='0 
az 并 十 boy 十 cs 二 0 > 
asTX 二 by 十 c3 一 0 


oz biy = 
asZX 十 bsy —— Cyry 
Qs 十 bay 2 一 


有 唯一 解 名 r(4A) 二 r(4) = 二 nn 即 
Ci bi = Ql pi 
r|az bs ,62 | pb; 二 2， 
as bs 一 6 aa bs 
故 Qi C2 ,0 线性 相关 CI :0 线性 无 关 . 
Cl bi oe 
【 例 7.16】; 设 |a 站 已 ，c| 满 秩 . 则 两 直线 二 : 工 二 全 一 之 一 色 一 三 -ca 与 
2 bi 一 六 CT 
3 pb ca 
Mr A 了 一 i r ] 
| lz — ba 7 
(A) 于 一 点 。 (B) 重合 . (C) 平行 不 重合 . (D) 蜡 面 . 


【 解 】 工 ， 的 方向 向 量 s = {a —ia3s0 = baci — cas 
L; 的 方向 向 量 5， = {as 一 ab 一 加 cz 一 cs， 
Wi Bi Ci a da d= 
因为 |&a2 DW ch las 加 一 bs 人 一 高 | 天 四， 
aa bs Cs Qa bs C3 
所 以 Si X52 ,排除 选 (B),(C). 
又 设 通 过 (aas ,zs vcs), (alypyci) 的 向 量 为 {as 一 al ps 一 bcas 一 0} 
A by Er Cs Ura bi—id "co Ce 
GQz — as 1 po 一 05 必 Cs PE a —\a3 bs By “coc | 0, 
加 到 第 一 行 
us — a by Ot Mose oi as—a bs —h ct 
故 应 选 (A). I 
C1 
【 例 7.17】 一 设 @ 一 | os] as 一 (01,02 103) ;Gs 二 (ci yeyc3)s@y = 二 (di,d;s,d;), 则 三 平面 
43 
I :azthytcoztd 三 20， 
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DT : ws 并 十 by 十 czz 十 do 一 0， 

DT : aa 并 十 如 yy 十 cz 十 恬 三 0 

两 两 相交 成 三 条 平行 直线 的 充 要 条 件 是 【 | 

(A)7r(wi yaa yas ) = 1 r(Colyazyas 0) = 2. 

(B)r(@i ,es 03) = 2,7(0@i ;0 os yal) 一 )3. 

(CC)ui ,az ,as 中 任意 两 个 均线 性 无 关 ,@s 不 能 由 was ,os 线性 表 出 . 

(D)@i ,as ,as 线性 相关 ,ao 不 能 由 ol ,oz ,as 线性 表 出 . 

【 解 】 (A) 表示 三 个 平面 互相 平行 ,至 多 有 两 个 重合 . (B) 表示 条 件 必 要 ,但 不 充分 . 

CC)oi yas ,os 中 任 两 个 线性 无 关 全 任 两 个 平面 均 相 交 ,而 ws 不 能 由 wei ,az ,os 线性 
表 出 兮 方程 组 无 解 ( 即 排除 三 平面 交 于 一 条 直线 的 情形 ) ,可见 (C) 人 选 . 


题 型 本 投影 线 方程 | 


””【 解 题 提示 】 ga el 
: 柱 面 方程 与 给 定 平面 的 方程 联 立 , 即 得 所 求 投影 线 方程 . 
| ” 求 投影 柱 面 方程 的 基本 方法 有 :@ 消去 变量 法 ;@ 消去 参数 法 . 


【 例 7.18】 求 两 曲面 x 十 y = 二 zxz 与 一 2(x* 十 y ) 十 zx 二 3 的 交 线 在 zOy 平面 上 的 投影 


曲线 . 
【 解 】 在 方程 组 > 一“ 中 消去 z, 得 (x? 十 y)? 一 2(z 十) 一 3 二 0 过 
一 2 直 基 ) 填 过 一 3 
(zx 十 yy 二 3)(z: 十 玉 填 1) = 二 0; 即 zx 十 y= 3, 故 所 求 报 影 线 方程 为 
22 十 多 一 3 
4 


【 例 7.19】 求 直线 :一 一 学 一 一 在 平面 了 :zx 一 y 十 2z = 1 上 的 投影 直线 工 ,的 


方程 . 
【 解 】 求 出 通过 直线 工 且 垂 直 于 平面 艾 的 平面 了 ”的 方程 . 
直线 工 的 方向 向 量 y = {1,1, 一 1) ,平面 工 的 法 向 量 n = {1, 一 1,2), 设 平面 工 " 的 
法 向 量 为 %" ,由 投影 柱 面 的 意义 有 


7 痰 
a m= bY =1|= t=—87 = 

之 
又 平面 了" 通过 直线 工 , 可 知 直线 工 上 的 点 已 (1,0,1) 在 平面 I" 上 ,于 是 了 "的 方程 
为 


ls (TO—1)— (y=0)=2(z—=1) = 0s 
即 z= 二 3y 一 2z 十 1 = 二 0， 


五 一 站 太一 2 二 -0 
所 求 的 投影 方程 为 | ”0 ， 
27z 十 4y 十 2 二 2z 
【 例 7.20】 设 曲线 方程 为 | 8 32 二 1, 求 它 在 三 坐标 面 上 的 投影 


【 解 】 通过 配方 ,将 上 述 方程 组 变形 为 
111 


272 十 4y 十 (< 一 2) -一 坦 
| 六 3 Xi 十 4y 二 0， 
wy 

4Y! 0 


于 是 在 xOy ss se 


同 理 可 求 曲线 在 xzOz,3Oz 坐标 面 上 的 投影 方程 分 别 为 
pn [4y'= 4 
三 :0 二 = 3 


| 题 型 于 ”旋转 面 方程 


: ”【 解 题 提示 】 求 旋转 曲面 方程 的 基本 方法 :平面 曲线 绕 某 坐标 轴 旋 转 , 则 该 坐标 轴 对 应 ; 
:的 变量 不 变 , 而 曲线 方程 中 另 一 变量 改写 成 该 变量 与 第 三 个 变量 平方 和 的 正 负 平方 根 . 例如 
平面 曲线 


a Se ; i 
过 一 0 

(1) 曲线 工 绕 工 轴 旋转 所 成 的 旋转 面 方程 ;f(x, 填 Vy 十 2 ) 三 0. 

(2) 曲线 工 绕 y 轴 旋 转 所 成 的 旋转 面 方程 :f( 十 Vr 十 xz ,y) 二 0. 


【 例 7.21】 求 直线 L: 一 一 学 一 = 村- 绕 = 轴 旋 转 所 得 旋转 曲面 的 方程 


2 
交 王 去 二 1 

【 解 】 ek 一 21- ,国定 二 个 把 即 得 一 上 一 点 MG 十 到 2271 十 人 到 zz 轴 
之 一 工 十 上 


的 距离 为 4 = VG 十 1)? 十 4 = 二 V1 十 2t 十 58 ,点 M 绕 z 轴 旋 转 得 一 空间 圆周 
2 = (1) 
a i ,消去 参数 了 ,得 也 十 兴工 过 十 4(z 一 172 ,这 就 是 所 求 的 


旋转 面 方程 . 
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第 八 章 
题 型 I 判别 lim f(z,y) 不 存在 的 方法 
” ” ” 攻 解 题 提 示 本 ”一般 是 选择 两 条 不 同 的 路 径 , 若 沿 该 两 路 径 的 极限 不 相等 , 即 可 断言 
极限 lim f(zx，y) 不 存在 . 
例如 , 航 限 im in ， 归 访 这, 作 允 司 洒 的 少 需 芭 ) 且 Ptzvy) 与 z 竺 y 流 有 公 因 于 时 
ed 


和 (X,Yy) 
2 不 丰 


是 不 存在 的 . ed We 
Bhs yy) =lim ) 不 相等 ， i 


P, (xz,y) 之 
| 与 lim 二 二 lim 


数 ), 若 lim 
0 x-*0 
3 一 工 yz 一 
Vs A Rw 
【 例 8.1】 求 下 列 极 限 : 
zy in yy 
(1) lim ry A 工 丫 也 
Wy gee Ty = 1 A 
【 解 〗 (1) 令 y 王 工 ms ee 全 
了 a Oe 十: si 
区 yy Er , 则 原 极 限 lim zx 十 二 2 


1 ZYy _ 不 存在 . 
故 i 二 不 存在 


y 二 x, 则 原 极限 = lim 之 +0， 


(2 今 
ld i 
.TO zr) ~ 
见 = lim> 一 
则 太阳 一 中 一作 i 
cytzxy ry 不 存在 . 


3 
EE 


a ee OC 
im 一 一 一 一 ]. 


故 py 
| 题 型 ”用 全 微分 定义 验证 一 个 可 导 函 数 的 可 微 性 | 
人 


【 解 题 提示 】 
ji Az— f(zory)Ar— fy(xo,y)Ay 二 向 ; 
Pr pe 
ue 若 极 根 为 0, 则 xz 三 /(z，y) 在 (xo，,yo) 处 可 微 ,否则 不 可 微 ,其 中 p 二 VCAz) 十 (Ay) 
V | xy | 2 ; 
sry ye i ;讨论 f(x,y) 在 (0,0) 


【 例 8.2】 设 Fz,y) = 二 4 十 
号 当 过 村 避 三 0 
18 


处 的 可 微 性 . 


| AZAYy | 
(Az) + (Ay)’ 


Fo 十 Az,0) 一 FC0;0) _ 


【 解 〗】 Az = f(Az,Ay)— f(0,0) = sin[ CAz)’ + (Ay)’]， 


i lim 7 On 
FOO ln O04 aD AON 二 0， 
Ay—*0 Ay 


| AzAy 
(Az)’ 二 (AY) 


令 a = Az—f.(0,0)Az— ff (0,0)Ay = sin[ (Az)’ + (Ay)’], 


一 2 4 2 
i 令 Ay=Ar lim 六 CAz) sin Cae) = 0 
e=0 0 as*uo /DCAzJ 2(Az) 2 


故 z= f(z,y) 在 (0,0) 点 不 可 微 . 
E 1 a 3 
【 例 8.3】 设 f(z,y) = mary: Yd 
0， 和 二 
【 】 
(A) 偏 导数 不 存在 . (B) 不 可 微 . 
(C) 偏 导数 存在 且 连 续 . (D) 可 微 . 
【 解 】 产 (0,0) = ff(OE As 0 — FOW0) i 
Ar-0 Arz 
同 理 : , 太 (9,0)===0: 
总 
ten] he 
0， 地 直人 克 王 故 
Wo 3 a we | 4 
0， 0 


Ee 
因为 limf (x,9) = lim (xsin De Qa 


存在 ), 所 以 A 项,C 项 不 和 人选 . 
因为 Az = 廊 (0,0)Az 十 万 (0,0)Ay 十 c 王 wx( 因 为 产 (0,0) = f(0,0) = 0)， 


cos 二 ) 不 存在 (因为 前 项 极限 为 0, 后 项 不 


; 1 
上 站 二 (0 :i ct 0,0 = 人 全 < 
所 以 a== Az = f(0 十 Az,0 十 Ay) 一 f(0,0) 二 Az A Ay | CR 


: 1 
I | Arhy lh SDA 
-es 2 (CAz) 十 (CAy) 

于 

Se i Sin (Az)’ + (Ay)’ 0， 
Ay*0 . 

lim | Q | 三 0， 

ret 


所 以 lim F 三 0. 攻 f(z,y) 在 (0,0) 上 处 可 微 . 


Ay*0 
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| 题 型 下 ”抽象 的 复合 函数 的 偏 导 数 的 求法 | 


| 【和 解 题 提 示 】 求 抽象 函数 的 偏 导数 时 一 定 要 设 中 间 变 量 zuvto，…, 求 高 阶 偏 导数 
; 时 为 了 简便 常用 1,2,3 等 分 别 表 示 它 的 第 一 、 二 ,三 个 同 级 的 中 间 变 量 . ; 
偏 导数 求 得 正确 与 否 的 关键 是 要 弄 清 函数 的 复合 关系 及 偏 导数 的 结构 :(1) 函数 对 
某 自 变量 的 一 阶 偏 导数 其 项 数 等 于 与 它 有 关 的 中 间 变 量 的 个 数 ;(2) 每 一 项 等 于 函数 对 
中 间 变 量 的 偏 导数 乘 以 该 中 间 变 量 对 其 指定 自 变 量 的 偏 导数 


一 般 而 言 , 函 数 对 中 间 变量 的 含 导数 95，… 仍然 是 以 wait… 为 中 间 变 量 ,zy 为 


自 变量 的 复合 函数 ,再 对 它们 求 偏 导数 时 须 重 复 使 用 复合 函数 求 偏 导 的 连锁 法 则 ， 


【 例 8.4] 设 = 一 zy 十 zP( 学 ), 其 中 下 为 可 导 函 数 , 求 < 绎 十 y 3 
【 解 】 w= Tu), 
二 Fn), 
oax 区 
4 
9y 远 
于 县 < 荆 十 7 王 一 吉 ?十 Fo 一 之 PoO] 十 江 z 十 屎 (w] 


= 27zy xzF (wu) = z+ zy. 
【 例 8.5】 设 FGzyyCz) yzCz)) 三 pzyy(Cr)) 十 z(zVWzyyGz)) ,其 中 出 现 的 函数 是 连续 


可 微 的 ， ' 试 计算 9 一 二 号 (号 


【 解 】 2 4) 2 EE Ch ytz)), 
Oy 9 之 


d /9F / 9 / 9 
(二)= Ey yy = 二 3 C2) 。 5 


dz\9z 
故 和 羡 ( 守 )= Se (9 Gg) 


2 一 
> gx 


ee =), 求 5 十 52 十 | 
9y Ox ot 


【 解 】 于 一 广 ， 吴 = 有 CD 十 太一 一 扩 十 户 ， 
dh / 7 
一刻 一 4 4 


9 2 2 Ah A WA 
故 i a 


【 例 8.7】 设 z== f(w) ,方程 = po 十 | 忆 (CDd 确 定 & 是 zy 的 函数 ,其 中 f(D) ,gp(u) 


可 微 ,P(z) ,yg (u) 连续 ， 县 ZGD 尖 1, 求 PO) 32 卡 PC 二 
1 
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【 解 】 由 > 三 jx) 可 得 
BE4 ) 2 HR 9u 
a 0 7 a » 


在 方程 == p(w) 十 | Pd 两 边 分 别 对 工 ,y 求 偏 导 ,得 


Bye ea yy 
= yw HE Plz), 2 
cM Da 本 i 加 
元 1— og (a) ay lp 
由 四 ,@ 有 
PCy ) 天 十 PCz 1 POWf G00 Plz) pz)r Go, 一 二 oO 
gp (u) 9 (Wu) 


【 例 8.8】 设 w 一 f(D, 一 plzy, 世 十 六 ), 其 中 了,p 具 有 连续 的 二 阶 导 数 及 偏 导数 , 求 2 


【 解 】 


es + yy)， 


6 
J’ / / 
一 二 = f(D PE = f (Loi yt pg2* 27x]， 
2 = Lf Op + 2zp0)] = ff) Hypit 22ph) + f(D yp’t 2zp) 


一 f(D) ypit 2rp2) +fF (DELyCGliy + gis* 2z) T2927r( Gay Hg 2r)] 
= (yp1it 4 十 六 (2(y2i 蔬 2 4z’ gis 292). 


【 例 8.9】 用 变换 (” ,可 把 6 及 二 十 共生 一 3 生 一 0 化 简 为 2 汪 .一 0, 求 4 值 
而 二 Z9y 
QZ QR Bz _ 9z 9z 
【 解 〗 = Br Ea go’ 
92zz 昌之 昌之 2 92z 2 
Dz2 a 3 vw gzay EF gy” 
O02 asz 32z 2 
一 全 二 Wo 
Te 
(10 十 5a) 3 一: (0Haa ) 5 ee 
NE 应 满足 6 十 a 一 a? = 0, 且 10 十 54 关 0=>a 二 3. 
题 型 W 。” 隐 示 数 方程 组 的 微分 法 | 
ED Wai i 
F(x,y,z) = 
为 第 三 个 变量 的 一 元 函数 ,例如 ,方程 组 | > 0 确定 隐 琢 元 一 (zt 一 =) 
GGzryyyz) 一 0 
入, 从 的 求法 可 通过 解 关于 入 ,经 的 线性 方程 组 完成 
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玉 十 用 科 十 形 生 一 0 
-dy idz 
G0 
用 科 十 天 至于 一 天 
A ,将 92 ,和 当做 来 知 量 用 吉 业 姆 法 则 求解 出 9 人。 
Sh ds 
dx “dz 四 
TO 
Fl 9 » 9 = 
SR | 0 we | 
G(riry ud = 0 af AYy 


gu 下 也 可 通过 解 关于 了， 和 2 ,了 的 线性 方程 组 来 完成 ， 


Ft P+F 一 0 4 2 3 
: a 用 克 菜 姆 法 则 求解 9<， 了, 同 理 可 求 出 
Gr EOra = 人 "G3 eA 


【 例 8.10】 设 y 二 g(xz; 双 ;而 z 是 由 方程 f(z 一 z,xy) 三 0 所 确定 的 zy 的 函数 ,求生 


yy 一 8gCzyz) 0 
[ 解 】 | 7 0" 两 个 方程 三 个 未 知 数 


由 欲求 的 结果 人 可 知 y,z 是 zx 的 函数 . 方程 组 的 两 边 分 别 对 二 求 导 , 则 得 


dy 4 dz dy 本 rads / 
上 FE 
E> 
7 dz dy 7 tl ey "J 7 
NN A (+z 名 )= y zf dz fi yf2 
4 + yfs xfa81 
解 得 -0 pe 
革 目 DD 十 训 十 加 三 1 S 2 
【 例 8.11】 从 方程 组 (，”， ”中 求 出 经 ,各 , 弛 ,9 
~ 2 十 六 十 刀 十 成 二 zz dr 9Z dx 
【 解 】 方程 组 的 每 个 方程 对 x 求 偏 导数 ,得 
1 十 噶 生 他 二 必 
加 dx 9% 站 Au 灾 一 年 dv BE 
二 az 0 ox 赔 才 罗 9dz VO—u 
ax 元 


方程 组 @ 的 两 边 再 对 工 求 偏 导 ,得 
gu 92v 


ox ox 


2 2 2 
1 十 (了 十 z 5 十 ( 空 ) 3 
[sy 


一 0 


| (3 _ 0+) 


区 Fu < 
解 得 vO—u VW— (Uv— 


div 1 二 +wT+v (vw (rv > 


DZ UO— YU (uO— v)’ 


| 题 型 YY” ”多 元 函数 微分 学 在 几何 中 的 应 用 | 


1. 空间 曲线 的 切线 和 法 平面 方程 
A. 空 间 曲 线 丁 的 参数 方程 为 


元 三 并 (7) 
bs0 = We THES Py yo oy 
z= z(t) 

则 切线 与 法 平面 方程 分 别 为 Ee re 
Tt)(r— ro) ty ty yo) tz (t)(z— 2 ) = 0. 


Fl yy ) = 0 . 
B 认 间 出 并 二 一 起头 放 各 六 | 人 7 
GTR 一 0 


方程 分 别 为 
> de a i = 2 

I yo 0 we C0) je 当做 参数 ; 
(z 一 zo) 十 yzo)(y 一 %) 十 zzo)(z 一 za) 一 0 


2. 空间 曲面 在 某 点 处 的 切 平 面 和 法 线 方 程 
A. 设 空 间 曲 面 瑟 为 显 式 方程 之 = f(x,y), 则 过 其 上 一 点 PCzoyyoyzo) 的 切 平 面 与 法 


线 方程 分 别 为 


dz BE4 
Gr 3 


| CY yr eo) = 0 


A 


亚 人 
9 区 |P 9ylp 


B. 设 空间 曲面 号 为 隐 式 方程 F(z,y,z) 二 0, 则 过 其 上 一 点 P(xzo ,Yo，,z0) 的 切 平 面 和 


法 线 方程 分 别 为 
Fi|pCx—zo)t EF |pCy—Iy) 4 F|p(z—z) = 0, 
0 D CM 
加 pel Se ms WE 
5 dm 
【 例 8.12】 求 过 直线 和 5 1 
元 十 十 2z 一 4 
处 的 切线 平行 的 平面 方程 . 


【 解 】 ”由 平面 束 可 知 过 直线 的 平面 方程 为 
元 十 2 十 亏 一 十 NE 一 7 一 2 让 有 王 - 
过 (1 十 办 z 十 (2 一 和 3 十 (一 委 当 十 弘一 上 = 0;: 和 平面 法 向 量 n 二 位 让 和 ,2 三 页， 
= 
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$ 1 
Ty 二 一 z? 
| 2 在 点 (1, 一 1,2) 处 切线 的 方向 向 量 可 如 下 求 : 
区 十 十 2 三 得 
i 在 PGL, 一 1,2) yx 十 zx 一 1 ye 
/ / 和 9 
1 十 yi 十 2z% 二 0 yi 十 2z4 二 一 ] |z4 二 一 2 


= ls 一 
由 题 设 n。s== 0s 即 ，1。(1 十 和 ) 十 3(2 一 2) 一 2(1 一 24)= 二 0 
a 4 一 一 立 . 故 所 求 平面 为 3z 一 9y 一 12< 十 17 一 0. 


【 例 8. 13〗 求 平面 详 十 my 十 区 二 PP 与 二 次 曲面 Ax’ 十 By’ 十 Cz” 一 工 相 切 的 条 件 . 
【 解 】 设 平面 与 曲面 相 切 的 切 点 坐标 为 P(xo ?0 ,zo0) ,平面 的 法 向 量 a = {l,m,n). 
令 F(zx,y;z) 二 Az’ 十 By’ 十 Cz’ 一 1, 则 二 次 曲面 在 P(xzo,yo ;zo) 点 的 法 向 量 


b= a Py oe (Es dl == {2ATos 2BYyo 2C20}s 
因为 a Wb, 所 以 2 一 2 一 2 二， 0 
m nn 
Bd 因为 有 (za .yo ;Zo ) 为 平面 与 曲面 的 切 点 ， 
所 以 下" 站 myo 十 7iz0 二 PP， GO 
Az? 十 BY 十 Czi =1， 二 
由 @,@,@ 得 上 一 名 @ 


; 和 ET 
将 田代 人 四 得 Xo PA ?yo PB-”* PC’ 


攀 人 
代入 回 中 得 ”所 十 对 十 区 = PP 即 为 所 求 ， 


题 型 可 “多 元 微分 学 的 有 关 证 明 题 


【 解 题 提 示 】〗 这 是 计算 型 的 证 明 . 注意 利用 对 称 型 (z,y 互 换 式 子 不 变 ) 函数 ,或 类 对 
称 型 (中 间 变 量 互 换 的 同时 , 自 变量 也 互 换 , 式 子 不 变 ) 函数 对 自 变 量 求 偏 导数 的 简捷 求 


【 例 8. 14〗 设 函 数 z(x,y) 由 方程 未 训 直 二 0 六 宙 , 划 二 作 让 
~ 并 9 并 ay 
【 解 】 令 z 十 了 为 F 的 第 一 个 中 间 变 元 ,y 十 三 为 F 的 第 二 个 中 间 变 元 ,显然 ,F 是 类 对 称 


型 函数 . 
方程 的 两 边 对 zx 求 偏 导 ,得 
(1+ 和 从 )++ 玉 (一 总 十 全 )= 0, 两 边 同 乘 以 zy, 得 
Z2yF1 十 zzFMz 一 zy 十 zyF? 过 一 0 
az _ zyFs— Zz’yF' 


将 下 下 角 1 与 2 互 换 且 z 与 y 下 换 , 即 得 y 2 一 2 让， 
2 1 
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@ 十 @ 即 得 命题 的 证 明 . 
【 例 8. 15】 ”“ 试 证 :曲面 zx? 十 y* 十 x? 二 a? 上 任意 点 处 的 切 平面 在 各 坐标 轴 上 截 距 的 平 
方 和 等 于 常数 a7. 
【 解 】 令 F(zsy,z) 一 地 十 站 十 对 一 对 ,显然 ,下 是 对 称 型 函数 ,所 以 FF. 一 也 x， 


= y= a 

设 (zo,yoyzo) 为 曲面 上 任 一 点 ,于 是 在 该 点 处 曲面 的 切 平面 方程 为 

THI (ZT— zo) + Wy yd ade) 0 

令 'y 二 z 二 0. 得 出 切 平面 在 z 轴 上 的 截 距 为 

工 一 一 

由 于 曲面 方程 的 对 称 性 ,可 知 切 平面 在 >,z 轴 上 的 截 距 分 别 为 ?一 2otas ,z= ziaf， 
故 屏 十 学 十 巡 一 ( 呈 )2( 夺 十 姑 十 驹 ) 二 qf af 一 a2， 


【 例 8.16】” 证 明 曲 面 / (三 一 <, 之 一 “) 一 0 的 切 平面 通过 一 定点 . 


之 一 TNF 
【分 析 】 所 谓 定点 就 是 三 个 坐标 均 为 固定 常数 的 点 ,由 题 设 可 猜想 极 有 可 能 是 以 ab,c 为 
坐标 的 点 . 
【证 】 由 方程 (二 ,> 一 <)= 0, 有 
f= fi ff 
天 = 一 志 二 [xz 一 a) 玫 十 人 一 信访 ], 则 其 切 平面 方程 为 
Lx Me AEA A 0, 


Ee er 一 (y 一 六 KZ 一 让 f= 0. 
全 ) Sr (a,b se 时 ， 上 式 左边 一 二 0. 故 


曲面 (于, 一 ) 一 0 的 切 平面 通过 定点 (4,6,c). 


6 “之 一 


【 例 8.17】 设 u(x,y) 具有 二 阶 连续 偏 导数 ,证 明 wu(z,y) = f(x)g(y) 的 充 要 条 件 : 


证】 必要 性 . 设 u(zyy) = 二 f(x)g(y), 则 


;) a / Ba 
= = f(r)g(y), 党 = fl(n)g (9)s A = FEN), 


au 


于 是 ,u 2 fr)g Wf rg y=[Lf ray fe (y= 到 .于 
DC 二 9y 


三 ld a 
充分 性 。 令 3e 一, 则 由 w 闪 基 一 总" 吧 , 有 


i 4 二 ( 颖 ) 和 = Qu Ou 
9xay 9yax ox 


S 9y ax ay 
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i ou 
dv gu 2 di 2 
> 人 2 “nt 即 区 (5 ) 四 
au 
积分 
=> 卫 = p(y 即 空 一 980)， 亦 即 2 3 一 ky) 
积分 


> [nz = JCWdy + yD = efortyen Es ra ex ， 

令 F(z = egy) 三 到) 所 | 
【 例 8.18】 车 两 曲面 在 交 线 上 各 点 处 的 法 线 互相 垂直 , 则 称 两 曲面 是 正 交 的 . 试 证 :两 曲 
面 F(zx,y,z) 二 0 和 G(x,y;,z) 二 0 在 其 交点 P(xzo ,yo,zo) 处 正 交 的 充 要 条 件 


是 ; 
a "We BG 
Sb: » RT | dy|p 9QGy|p 9z 9z|p 
【证 〗 曲面 F(x,y;z) 二 0， Glz,ysz) 二 0 在 Plzo ,yosz6) 点 处 的 法 向 量 分 别 为 
aF aF aF aG DC 3G 
Se ol | ol me | | 


因为 F(x;y,z) = 0 与 G(x,y;z) 二 0 在 P(xzo,yo,zo) 处 正 交 , 故 有 
ni | Rn SS 1。1z 一 0， 


aF| .3G| ,aF 
arx Pp ax Pp 9y 


9G 
FE 9y P 


aF 
Oz 


9G 


. 
Ul|R 


三 0, 故 命题 得 证 . 


即 


【 例 8.19】 证 明 方程 y 交 十 工 光一 0 的 解 为 u = f(x 一), 其 中 /为 任 一 可 微 函数 . 
【证 】 令 6 一 民 一 y ,7 二 zy, 则 二 u(x,y) 是 以 17 为 中 间 变 量 ,z,y 为 自 变量 的 函数 


ou du fa, 和 |] | ,fu 98 4 ou 9g 
了 于 是 和 三 半 对 让 六 ay ol az 37 有 外 ay 37 a 
a de ee 
= 2zy ae 1 37 27y ee a (zy a 
a 对 7 积分 < 
即 (x 十 六 ) D0 a 0 2 -A 
97 97 


即 z= f(z: 一 y:)， 命题 得 证 . 
| 题 型 页 ”多 元 函数 的 极 值 | 


【 解 题 提示 〗 重点 是 条 件 极 值 , 设 f(z,y,x) 为 目标 函数 ,p(zyyy*z) 一 0 为 芍 家 条 
件 , 则 三 /(x,y,z) 在 条 件 p(x,y,z) 二 0 下 的 极 值 的 求解 程序 : 
(1) 作 拉 格 朗 日 函数 F(x,y,z) 二 f(xyys2) 十 Ap (Tsy12); 
Fr= fs(z,y,2) + hpr(z1y,2) = 0 
(2) 解 方 程 组 i Jong Tp 三 
Fi= 太 (22) + pe (zy12) = 0 
PET, yz) Ao 
求 出 驻 点 (zo ,Yo ,zw), 若 所 求 为 实际 问题 极 值 , 则 u 二 f(zxo ,yw，,zo) 就 是 所 要 求 的 最 值 . 


【 例 8.20】 在 平面 xz 十 y 十 z= 二 1 上 求 一 点 ;使 它 与 两 定点 P(1,0,1) ,Q(2,0,1) 的 距离 平 
121 


方 和 为 最 小 . 
【 解 】 设 所 求 点 为 MC(z,y,z); 则 MP? 十 MQ: 为 
d? = 二 (zx 一 1 十 十 (zx 一 1 十 (zx 一 2 十 十 (z 一 1)? 
一 《 二 一 1 和 2 十 (已 及 站 寺 2 2(zC—1)*. 
设 拉 格 朗 日 函数 F(x,y;z) 一 (zx 一 1)? 十 (x 一 2 十 2 十 2(z 一 1)?* 十 A(z 十 y 十 z 一 1)， 
F’=2(z—1)++2(z—2)++A4= 二 0 


F= 4y+A=0 | 
方 组 = 让 局 (] ,一 一 ,一 )， 
解 方 各 F‘= 4(z—1)+A=0 得 驻 点 pd 
区 和 十 y 和 十 之 二" 江 
nin hn 2 


【 例 8.21】 当 工 过 0,y 二 0,z 二 0 时 , 求 函 数 x = lnz 十 2lny 十 3lnz 在 球面 之 十 多 十 之 一 
6r 上 的 最 大 值 . 并 证 明 对 任意 的 正 实数 a,b,c 成 立 不 等 式 


6 
a52cs 去 108 (te) . 
6 
【 解 〗 令 F(zyyr2) lnre2lnmwt 3lnztAz’ 二 + 2 6 


解 方程 组 
0 
Er 


SBL ， 


[ 二 十 2hz 二 


© @ © 6 


wy er,=0 
由 四; 回 及 @;@ 分别 得 (yy 寺 2x:， xz’ = 3x’, 
将 它们 代入 团 , 得 z= 二 7r,5 = 二 V2r,z 二 V37r, 即 驻 点 (r,V2r,W37)， 
maxu = lnr+ 2ln(V27) + 3ln(WW3r) = In(6V37:), 
即 lnzx 十 2lny 十 3lnz < ln(6V37’)， 
亦 即 zy2za 过 6V3P = zy (6VW37)2 o (74 
网 PT x 十 六 十 和 
过 ZY I) 
令 oy 于 108(“ 二 2) ， 
【 例 8.22】 ” 设 一 矩形 的 周 长 为 2, 现 让 它 绕 其 一 边 旋转 , 求 所 得 圆柱 体 体积 为 最 大 时 和 矩形 
的 面积 及 圆柱 体 体积 . 
【 解 】 设 和 矩形 的 两 边 分 别 为 zx,y, 由 题 设 z 十 > 三 1. 不 妨 设 矩 形 绕 长 度 为 的 一 边 旋 转 , 则 
圆柱 体 体 积 为 V = xz?y. 作 拉 氏 函数 F(z,y) = nzxiy 十 A(z 十 y 一 1)， 


F'= 2xxy+A=0 
we。 9 得 驻 点 ( 子 , 村 )， 
文 十 y 三 1 
2 
maxV 一 x( 扎 ) ( 计 ) 二 闸 w， 对 应 的 矩形 面积 为 2. 
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| 题 型 可 ”条例 


【 例 8:233 一 设 Fi) 在 [1, : se) 上 有 连续 的 二 阶 导 数 ;f(1) = 二 0, 了 (1) = 1, 且 三 元 函数 


【 解 】 


2 2 
2 a 满足 3 十 3 一 0, 或 -f( 四 在 [ 芒 丰 操 放 上 的 最 天 秆 . 


令 r = 二 VT 和 十 半 ; 则 z= 二 fr) ;于 是 


de U2. dr 2 Ry Ts 2 2 FC 
i /ET FT Cd; 


2 
SFL2f +t ar I [Af Cr Yr tr Cr ) + fr )] 其 


= [2fGr:) + 2r fF C7) [8 C7) + dr Cr) | 
= 28760759 十 27 rd) + der (rn), @ 


2 Si 
由 对 称 性 ,5 ED de @ 


将 @,@ 代 人 原 方程 3 这 十 3 一 0, 得 
iD 二 372 关 Cr 十 关节 一 0， 

令 下 二 s, 则 上 面 方程 变 为 ss 了 (s) 十 3sf (Cs) 二 FFCs) 三 0， 

这 是 欧 拉 方 程 , 令 s = e', 则 t==-lns; 

欧 拉 方 程 会 [LD(D 一 1) 十 3D 十 1]FGe') 一 0 、 
之 《开平 2 万 二 177eo = 

过 fl(e') 二 (Ci 十 CsDe'( 其 中 Gi,G;i 为 任意 常数 ) 

> f= (Ct Colnt)/t , 

f (DE 一 CD = .0 CTY = RA 


= 业 计 于 (2) = 型 ,PC 一 1 


SI 0 定夺 和 


f (2) = om, fCe) = 一 二 < 二 0 


故 1 = 二。 时 ,f(z) 取得 最 大 砷 f(e) = 二 


Fu Fu 


【 例 8.24】 设 w== fr=InVzx 二 yy 和 寸 关 注 足 方程 2 圭 (二 十 站, 求 fO. 


【 解 】 


oar 


PE Ch oe SA 
二 fF Sh MY rE 
au 坟 避 a 9r 和 4 CC el Ls ~ yy 十 z 一 zz? 
Eg 直下 人) (3 72 i Cr) Cr td Ge Cr 
由 于 z,y'z 的 对 称 性 ,可 得 
Oj 王 ; 六 yy rx? 十 型 二 机 
5 
2 2 E zx 二 一 
ox? f°(7) rT Tg on) (zx 十 十 2)2 
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第 一 篇 。 高 等 数学 


dz” “和 + gz 人 


> OTFFO) = 二) 一 e*( 因 为 二 ln VT 二 于 这》， 
特征 方程 :类 十 入 二 0 => 因 二 0, 稳 寺 一 1， 


非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 f* (7) 一 ze 1 


DFD rs 
故 ftr) 直 Ci 十 Czse "二 re "， 
(sy = Ci 十 Cze 一 ze 其 中 (| 2 为 任意 常数 . 


【 例 8.25】 设 曲 面 z 二 f(z,y) 二 次 可 微 , 且 3 关 0, 证 明 ; 对 任 给 的 常数 C,f(z,y) 一 C 


故 2 2 gu | f+tfF (0) x 十 yy 十?) 纯 


洗 三 条 直线 的 充 要 条 件 是 了) a + (AL) fg 


az 人 dy 92z9y 9z/ 9y 
【证 〗 必要 性 . 若 f(x,y) 三 C 表示 一 则 f(x,y) 一 定 是 关于 ,zyy 的 一 次 式 , 必 有 
es af 
2 =0, 其 中 二 ED (Wy 
又 因为 i 一 六 ， ® 
2 dy wh yy 了 dy 
下 yy 人 十 友 es 9 1 @ 
dz2 罗江 
南面 志 疼 得 ”次 (CR 一 2 到 放生 内 (52 三 0. @ 
充分 性 . 由 @,@ 可 知 9 = 机 
因而 f(x;3) 三 C 必 是 关于 zy 的 一 次 式 , 即 f(x,y) 二 C 表示 一 条 直线 . 
人 
汪 记 FN PN - 
【 例 8.26】 设 对 任意 的 z 和 y, 有 ( 守 ) 十 ( 方 ) WD Te Ge 


y) 变换 成 g(x,z) , 试 求 满足 a(28) -6(¥) 二 ww 十 己 的 常数 a 和 5. 
〖 解 】 册 条 件 ; 得 gw,v) 三 ya 专 她 刊 ， 


站 Li 1 0 
将 四 ,@ 代入 题 设 中 的 关系 式 ,得 a (2 E+ua) = 全 > EB. 
EK (2) + (24 + 25)uw 式 2+ ee -Ww) (3) = wt, 


字 22 十 2 三 0 = =—=b, 
于 是 ax +) (2) Tt a 
SS da(w Fo) 夺 于 ,从 而 4 一 一 
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题 型 [ ”关于 二 重 积分 概念 及 其 性 质 的 命题 | 


， 【 解 题 提示 】 仅 当 积分 域 刀 关于 工 (或 y 的 ) 对 称 性 与 被 积 函 数 f(z,y) 关于 y( 或 工 ) 和 
奇 、 偶 性 两 者 兼 得 时 ,才能 用 (复习 指南 》 中 的 性 质 8 简化 做 题 . 


本 1 
【 例 9.1] 估计 积分 1 一 | 60 二 decomsd*dy 的 值 , 则 正确 的 是 【 了 


[zl 十 | 入 10 


(A) 去 > <I<Ll. 04., (BO < TT < 1 96; 
《Oy (DD 攻 -< 二 二 让 : 册 
【 解 】 由 题 设 可 知 ,积分 域 卫 的 面积 为 200, 由 二 重 积分 的 中 值 定理 有 
i 200 
100 十 cos:é 十 cos27 
又 1 0 0S Pos “和 200 1 ， 如 ”9 引 
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(CA 
【 例 9.2】 设 积分 域 品 是 以 原点 为 中 心 ,半径 为 的 圆 域 , 则 lim 十 | 时 试 易 区 十 雹 天 古寺 
D 


【 】 
(CAJrrz. (B)1. Ce (D)0. 
nr 
【 解 】 由 二 重 积分 的 中 值 定理 可 知 ,D 内 3 (&, 力 ， 
使 [le cos(z 十 y)dzxdy = ee COB(E 7 
D 
于 是 ” 原 式 = lim er "eos(€ 十 力 二 1， 故 (B) 入选 . 
【〖 例 9;:3】 计算 T= J" (zx 一 2sinz 十 3y 十 4)dc. 
【 解 】 积分 域 是 zx? ea ,显然 关于 工 轴 ,y 轴 ,原点 对 称 , 于 是 
中 (— 2sinzx 二 3y)do = 0,， 
xy a 
ee | dg = 则 yd 一 也 | (Tz d= 二 do| prdp = 于 at， 
ll 4do = 4xa’, 
zy eae 


鼓 。 区 三 本 到 十 4xa”. 


【 例 9. 4】 证 明 不 等 式 1 < | (cosy 十 sinz?)do <VE, 其 中 亿 是 正方 形 域 :0 之 x 之 1,0 过 
D 
和 
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【 解 】 因为 积分 域 D 关于 直线 y = zx 对称， 
所 以 || cosy do 一 | coszx’do, 


于 是 | (eosy + sinx’)do 三 站 tosz’ 二 sinx’)do, 
D D 


又 cosx? 二 Sinx? = V2sin(z 十 到 六 而 0 2 el 


wi 寺 2 工 » 2 0 
故  . 站 sn = 人 二 )<1 一 1 入 Vzsin(z -长 4 ) 妈 
70 = lao < cosy + sinz’)do < val||ae = 4 
D D D 
i 9 2 医 光 天 
9.5 TI 下 天 二 一 站 
【后 95 计算 I 一 | 二 一 De drdy | 


2 


【 解 】 f(z,y) = 和 1 型 一 glx)e” ,其 中 p(x) = TF ey 
NN Ye hp (F(T 0 
所 以 g(xz) 为 奇 函 数 . 

2 和 ee 
Ee (Ti 关于 = 为 奇数, 又 积分 域 D:| | i 
= 一 es ye | 

称 . 由 二 重 积 分 的 性 质 , 有 1 -站 1je dzdy = 0. 

【 例 9.6】 设 马 是 由 y = xz,y 二 1,x 二 一 1 所 围 成 的 区 域 (图 9.1),f(wu) 为 连续 函数 . 计 


算 
[es lz + yf (zx’ + yy dwdy. 


【 解 】 因为 /(w) 连续 ;所 以 FCz) 一 | (iD du 存在. 
I = Jzdzay + zy 二 y)dzrdy 
=| zdz| ,dy+| zdz| ,yf (z+ ydy 


1 1 1 
=| zl 一 adz 十 | zdz| = Ff 十 y)d(z? 十 y:) 


1 
“dz 
3 

ea 


1 1 
-—2| ztdz 十 去 | xzF(rx + y) 
0 一 


-一 和 2 十 去 | z[FCz Se 
因为 F( 芭 十 1) 一 F(x 十 x') 为 工 的 偶 函 数 ， 
所 以 z[F(x* 十 1) 一 F(x’ 十 x*)] 为 的 奇 函 数 . 故 后 一 积分 为 0, 所 以 1 一 一 也. 
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| 题 型 五 “更换 积 分 次 序 | 


【 解 题 提 示 】 解 题 程序 :(1) 由 所 给 的 累 次 积分 的 上 下 限 写 出 表示 积分 域 刀 的 不 等 式 组 ; 
(2) 画 出 积分 域 刀 的 草图 ;(3) 根据 定 限 口诀 写 出 新 累 次 积分 的 上 下 限 . 


[ 例 9.7】 更 换 了 I 二 az] for,ydy 的 积分 次 序 . 


【 解 】 D:|。 pe 癌症 所 
0<y< sinr” | > i 


大 I 委 苑 一 arcsiny 
惟 - Oe ei 


D Sd 苞 委 2r 十 arcsiny 
“le Lee oie io : 


2xr Tarcsiny 1 marcsiny 
故 I=| dy| ey dy| fry) dz 


下 一 arcsiny 


【 例 9.8】 更 换 1 一 | dz] ie hf fz) dy 的 积分 次 序 . 
【 解 】 如 图 9. 3 所 示 , 两 个 黑 次 积分 的 积分 域 分 别 为 


2 0 0 za 
Di : 二 
ee a : + Ee 


SEO 生 一 并 


1 2(y—1) 
和 上 fly)de 十 I Md 


区 Midzx 二 
二 记 ed 


攻 1 bh 一 x 
[ 例 9. 8] 计算 了 一 edz,(b> a> 0). 


b py 
[ 解 】 I= | dz| zdy = | dy| wrdz 
zt! 
=| 主 1 十 y 
= 站 = i == 
[ 例 9.9] 计算 I xa a 
1 2—1 


:和 守 


,d 


nol 0) nt 


ci Di 
0 修 ， 本 


图 9.4 


27 


【 解 题 提 示 】 凡 遇 如 此 形式 积分 : 人 Sazdzr， [sin Tdz, |sinzsdz, Jeoszrdz, | a, 


| 二 dz 等 ,一 定 要 后 积分 ， 


【 例 9.10】 计算 下 列 二 重 积 分 : 
G)| 4 | in zad +| 4 in xzd 四 民 人 3 +| .4 | >q 
| in a Mn y; ye 大 Fa) z; 


i A R VR —y 
G3)| e > dy| 人 drt|ye | 
0 0 { 


【 解 】 (1) 如 图 9. 5 所 示 ,第 一 个 积分 对 应 的 积分 域 
和 ey 


Vz yx 


e dx, 


第 二 个 积分 对 应 的 积分 域 Ds| 9 有 
NE < Vee 


I = | oo sin Tdzx 
1 了 2y 


= 一 全 | 5(as 3 cos 2 )dy = Se 图 9.5 
Ti nT 
(2) 如 图 9. 6 所 示 ,第 一 、 第 二 个 积分 域 分 别 为 


Fr<Vy 人 
Di: 1 ] D,: 出 
TV sh 
1 x 1 i 
r= | ls dy = |,ze Rs 


一 = edz = MM 


(3) 如 图 9.7 所 示 ,第 一 、 二 个 积分 的 积分 域 分 别 为 
0<z<y Oc rE RS 
= | edzrdy 一 Ja er pdp 全 一 es ). 


Di 十 Dy 


| 
< 


| 题 型 W 选择 坐标 系 | 


【 解 题 提示 】 二 重 积分 的 计算 选 何 种 坐标 系 主 要 是 依据 积分 域 万 的 形状 . 当 积 分 域 刀 为 ; 


力 [的 2 D2, 选择 极 坐 标 系 . 注意 极 坐 标 系 的 面积 元 素 为 do = odpod0. 


环 肩 域 环 域 圆 域 


【 例 9. 11〗 计算 下 列 积分 : 
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(C1)K =| 十 六 dDD 罚 丈 2 一 写 TRW 芝 V4 一 zx 所 确定 区 域 . 
pb 


(2) 求 由 球面 之 十 多 十 过 一 422 和 柱 面 zx* 十 yw = 二 2az 所 包围 的 且 在 柱 面 内 
部 的 体积 . 
(3)T = azay, 其 申 吃 是 由 x = 二 0,y 二 0 及 x 十 y= 二 1 所 围 成 的 平面 区 域 . 


【 解 】 (1) 用 极 坐标 系 做 简单 (图 9. 8). 


原 式 二 [af 。pdo = sa 一 costg)db 
人 5 
i 
(2) 如 图 9. 9 所 示 ,由 于 所 求 体积 的 形体 关于 xOy 坐标 面 对 
称 . 所 以 所 求 体积 


有 2acos8 
Y 三 me = 让。 ol Vda’ —p’ pdp 
= (4a’ —p a 


去 三 wf: [| sin’0 | 一 1]d0 


Zacosg 


do 


—— Ba: . 《sin 


= 3 人 (< 一 3) 
(37 wi 9. 10 所 示 ,因为 积分 |essdz 与 |e 坟 dy 者 
不 能 用 有 限 形式 表示 出 来 ,所 以 在 直角 坐标 系 下 积分 无 
法 计算 ,但 注意 到 es 一 eqs 一 / (三 ) ,因此 所 求 积分 

在 极 坐 标 系 下 有 可 能 积 出 来 . 
直线 xz 十 y = 1 的 极 坐标 方程 为 p 一 


| 
cosg 十 Sing 铀 ,> 


轴 分 别 为 0 一 0,0 一 对. 于 是 D 的 极 坐标 表达 式 为 


1 
. 从 过 ss < 一 
D:| 0)| <0<3 0 Sp < | 


正 ua 条 3 a 
I= | do]™ es . pdo=[ od Re 
ce i 一 ea Sm 一 到 村 坟 1) 
有 re de = 2 “ee 
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”“【 解 题 提 示 】 被 积 画 数 为 分 壬 函 教 的 重 积分 一 般 是 将 被 积 函 数 及 积分 域 的 图形 先 画 出 来 ， 
:然后 根据 几何 图 形 的 性 质 加 以 讨论 . 

.被 积 函 数 含有 绝对 值 符号 的 重 积 分 ， 入 际 上 也 是 局 于 分 入 元 的 重 积分 ,运算 前 要 先 去 排 多 
人 


人 和 
0, 其 他 


区 域 . 计算 F(2) = ||f Cr, drdy. 


【 解 】 作出 f(z,y) 及 万 之 图 形 ,如 图 9. 11 所 示 . 
(1) 当 名 之 0 时 ,f(xy3) = 0; 所 以 FC) 三 05 


2 
ee li ee 
D 


【 例 9. 12】 设 ftz,w 一 | ,DD 是 由 x = 二 0,y = 二 0 及 zx 十 y 声 t+ 所 围 


Es 
多 


CO lt (TR = 。dzdy = 1 一 广 (2 一 DD 


D 


(0) Gt = 1 FO) = 中 : sd 
D 


0， i=0 
Ey < 二 | 

故 F(z) = 和 
1—3(2—D)’， i 
1，, 从 2 


> A 有 ms TO 
[ 例 9.13] 计算 1 一 上 /Ges39o, 其 中 ey a : 


DD 由 zx 十 y= 二 ayz 十 y= 二 by 二 0 和 y= 二 5 十 a 所 围 成 (8 守 a 写 0). 
【 解 】 由 图 9.12 及 f(z,y) 的 表达 式 可 知 ,D 二 Di WD; UD;, 在 DD 
= | 


壬 是 f(zx,y)do = 0, 
! 


因而 I=||e"*artle Ya 
D, D 


2 3 
a br b bx i 
[iar] “erway+| dr] eedy 
[9 一 a 0 
三 ev" 一 5 十 e” 一 6 


【 例 9. 14】 求 下 列 二 重 积 分 : 
(WT = | | zy | dzdy; 


lzl+|yl<1 


0 


WI=| lz -ly lta,D; . 
» |y| 志 1 
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【 解 】 (1) 如 图 9. 13 所 示 , 积 分 域 忆 二 {zw3): | zx 十 | y | 寺 1)， 
被 z,y 轴 分 成 相等 的 四 个 区 域 , 记 第 一 象限 的 子 域 为 
D ,由 于 被 积 函 数 | zy | 的 对 称 性 ， 


所 以 工 二 全 le zdz| i 


3 


=2| (2 二 adz= 于 


图 9.13 
关于 之 轴 对 称 , 令 交 一 | y|= 0 二 7 二 | | 全 y 一 士 z， 


[二 出 V9 Rt Verse 


让 


=2| dy|. 波导 半 dy VE yd 


六 2 a 
= 名 省 Sy stl ee [es 


上 证 
=2| Syidyt2| 3 widy 


图 9. 14 


8 | A a 
= S| 2 DH = 1® x 


: “ 【和 解 题 提示 】 方法 有 二 :中 辅助 函数 法 , 见 定 积分 不 等 式 的 证 明 ; 加 化 为 二 重 积 分 证 明 . i 
人 ) 而 没有 说 明 可 导 的 命题 ， 其 证 明 是 从 
: 差 式 出 发 进行 推导 . 
。 设 函 数 /(x) 为 [0,1] 上 的 单调 减少 县 恒 大 于 零 的 连续 浮 数 ,证 明 : 
| nl 


J de | fad 


【分 析 】 因为 f(x) 在 [0,1] 上 单调 减少 且 f(zx) 之 0. 
| .af Cae | fn)dz 
a 


| areoaz | 7 十 
0 0 


1 
所 以 全 de | raodz < | zf Cade 
0 0 0 


1 1 1 
| Pearze| zf (dr. | PCodz 一 | zf* Cr)dzr | reopar> 0. 
0 0 0 og 0 
工 1 1 1 
【证 】 令 工 三 | rcaodz| findz =| De ba | {id 
0 0 0 
1 i 1 1 
= | zf Caz| fydy—| ELIdE | yf (ydy 


T Pi 
= OHNE) CE “YdEdy, @ 


则 


1 入 1 
义 | fway| 执 开 二 型 
0 0 0 0 
三 | | fw 7 C0) Cy — zdrdy; @) 
0J 0 


十 @ 得 21 = | | fe fw cr — WEA) rods 


由 题 设 ,f(zx) 之 0 且 在 L0,1] 上 单 减 ,所 以 当 y 主 x 时 ,f(y) 委 f(z). 
故 2T 宇 0， 即 I 宇 0 命题 得 证 . 
【 例 9.16】 设 p(x),f(z),g(zx) 是 [a,6b5] 上 的 连续 函数 , 且 在 fa,6] 上 ,p(x) 二 0, f(z)， 
g(xX) 为 单调 递增 , 试 证 : 
[pc pondr| png dr < | pendz| pF ng) dr. 


【证 】 令 工 = [pCar] pen fn ad | pca7czdz| pen Er dr 
兰 | azdz| poy fw gcdy— | pe For)dz| pW ydy 
= | | pp dL) 一 yo]dzdy， O 
同 理 1= | op)dy| pf nal)de [pW fdy| pl gr) de 
=| | pp gn) ~ fdrdy, @ 


b rb 
十 @, 得 昌 2T 守 | | PDPDEFOY) —FE) Lely =) ]dzdy， 
由 于 p(x),p(y) > 0LFC 一 f(z) jEg(y) 一 g(xz)] 宇 0 (因为 :F(z) sgb9) 同 为 


增 》 
故 2IT 宇 0， 即 工 三 0, 命 题 得 证 . 


| 题 型 册 ，” 三 重 积分 的 计算 | 


【 解 题 提示 】〗 计算 三 重 积 分 时 不 要 急于 求 成 ,而 应 按 如 下 步骤 处 理 : 
设 轴 f czy wav ,Qa SxSo mr) <y Vm) Zi (TV Sm RY 
nN 


Cry yz 区 (zs ER 
由 eyes 和 a ., f(x 5) de > dr] ay| Br 呈 


=1 (ry) 


Eo 为 Q 在 xOy 平面 上 的 投影 ,在 DD。 内 任 取 一 点 作 平行 于 < 轴 的 直线 ,该 直线 与 围 成 
的 边界 曲面 相交 , 则 先 交 者 作为 = 的 积分 下 限 , 后 交 者 为 上 限 . 类 似 地 也 可 考虑 先 对 工 或 y 积分 
:的 情形 . 


对 柱 坐 标 系 :fy 0dv 0:0 (0) op 0) ‘aORB,z Cw» Vy 去 zz 二 az 
和 : 


x2 (pcos 
“pdp| ee 


= Pltoy £1 Cpco0 ,psin0) 


wo 
reser 三 aa rasadz 和 | 
n 了 ea 
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三 重 积 分 计算 的 蒙 简 取决 于 坐标 系 的 选择 ,坐标 系 的 选择 主要 取决 于 积分 域 只 的 形 
状 . 当 积分 域 Q 的 形状 是 柱 体 、 锥 体 或 由 柱 面 、 锥 面 、 旋 转 面 与 其 他 曲面 所 围 成 的 形体 时 ， 
宜 用 柱 面 坐标 系 ; 当 积分 域 Q 的 形状 是 球体 或 球体 的 一 部 分 、 锥 体 时 , 宜 用 球面 坐标 系 ; 当 
积分 域 Q 的 形状 为 长 方 体 .四 面体 或 任意 形体 时 ,用 直角 坐标 系 . 


A. 利用 直角 坐标 系 计算 
【 例 9.17】 计算 下 列 三 重 积分 : 


(1) TI= 小 VLiiw dzdydzy 其 中 为 yy 二 二 VN 二 2 二 x 十 z= 二 lyy= 


1 所 围 区 域 . 
yl 二 ycos(z 十 ydzdydz, 其 中 避 由 抛物 柱 面 y 二 Vz; 平面 y= 二 0;z 二 0 


了 


歼 志 条 科 三 了 所 围 成 的 区 域 . 
【 解 】 (1) 如 图 9. 15 所 示 ; 
由 V1— zx drdydz 


n 


1 
= azas| sy V1 dy 
D 


= a 们 中 图 9. 15 
ak S| vay 


1 Vi=z? 2 % 
| Te + 
' 一 去 dz|- 7 dz 


lz 
i De la 2 
| 训 aT ta ta)dr = 7 


和. 
2 
0 


《2 由 eesc + 2 dardya: 一 azay| ee 
0 Ds 


1 和 
二 Sifi(z 十 工 ) dz 
0 0 

= i 

[uy 
“i 3 到 一 8 
三 人 (sinz zcosz) | rr 

B. 利用 柱 坐标 系 计 算 


【 例 9. 18〗 计算 下 列 三 重 积 分 : 
《T= ty+twav,n 为 由 x! 十 y 过 光 ,0 达 xz 过 有 所 围 形体 ; 


第 一 篇 等 数学 


驯 


(2)1 = 用 (< +y ?dzdyds ,其 中 已 是 由 曲线 | re 
这 一 


过 1) 绕 z< 轴 旋转 一 周 所 成 的 曲面 与 平面 < = a? 所 围 成 的 形体 . 
[ 解 】 (1) 由 于 0 关于 yOz 坐标 面 ,zxOz 坐标 面 均 对 称 ; 故 咱 zdv 二 必 yav = 0, 于 是 
了 nn 


"| h 2x h h 
了 三 av = 中 aa] ee = r dg] pdp] zds 
ee 3 , 和 1 
= 2x| pC 本 Fdp 一 «| bo~p)dp = Th 
(2) 旋转 面 方 程 :z 二 av*1” ,(z’ 十 y* 之 4) 


2x 2 a2 2 
二 由 + ydrdydz = | "do| ppds| dz = 2 一 wdp 


2 


,ne ae 
对 = 2x| 2 下 P tna- 下 入 和 lnsa OW 6| 
4 6 6 3 )- l12x 


Inag lnia lnma 


0 


= 4xa’ (2 二 


C. 利用 球面 坐标 系 计 算 
【 例 9. 19】 计算 下 列 三 重 积分 : 


DI= 有 2 十 于 十 闻 守 1) 
荆 十 六 十 忆 十 1 


ln:a ln'a” 


dV, 其 中 加 为 z 十 多 十 之 过 1 


《三 用 + weerav ,其中 nN 
n 
Qs 2 0， 

(3 二 evav. 其 中 QQ:z 十 十 己 特 1. 


位 
[ 解 ) D1= 用 于 tr .singdrdgdo 
nN 


2r rr 3 
过 做 singcosgdp| d| dr 一 0 (因为 | sinpcospodp = 0). 
0 
《2 I= ecsingeoso + cosg)e™” “rsingdrdgd0 
n 
i 
三 | dp| dg r’ (sin’ pcosg 十 cososinp) adr 
0 0 1 
孝公 2 2 
=| dy| Csin pcosO 十 cosgsing) do| ee Tidrs 
0 0 1 
因为 | = 本 7 三 到 | eT adc) = | erau 三 本 — 5)s 
1 D3 2 Ze 
: 全 5 At 二 | 多 
i dp|， (sin gcos0 + cospsinp)d0 = 人 (sin p+ 2 cosgsing )dgp 3 
所 以 I= 二 (2e: 一 5). 
4e 
(3) 由 对 称 性 ,有 


= 2x 1 
人 == 如 如 ed 二 2| dp| do| eewr?sinpdr 
z2 十 阅 十 昭 所 1 


《= 大 0) 
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至 1 1 x 
一 4r| dg| rsinge™”Ydr = 4x| 7 dr|， sinpereedp 
0 0 0 0 


1 I 
二 4r| rdr » er 一 4x| rl(e” — Ldr = 27 
0 0 0 


【 例 9. 20】 计算 I= 用 fC,ysz)av, 其 中 0 为 球 域 z 十 y 十 之 之 1, 被 积 函 数 为 


Dn 
0， 当 z 宕 Vx’ 二 
f(xy,z) = VT 十 并 ， 当 0 寺 xz Vx’ 十 
Mz 十 xz， 当 z 才 0 
【 解 】 由 于 被 积 函数 是 分 段 函 数 ,因此 必须 将 积分 域 分 成 相应 的 几 个 子 域 ,然后 再 计算 . 
由 被 积 函 数 的 表达 式 及 积分 域 的 特点 选 极 坐标 系 做 方便 . 于 是 


入 2x 1 区 2r 1 
Le 上 上 吧 dg|， 1 sinpdr 二 |， dp|. dg| 一 Sinpdr 
全 到 4 sin i cosg) .= Br Tr 
| 题 型 证 杂 例 | 
【 例 9.21】 设 应 数 f(x) 连续 ,fC0) 二 1, 令 F(1) 三 i pS 


RI 
bE 市 光志 上 


求 CO 
【 解 】 从 积分 域 zx 十 yw 过 二 及 被 积 函 数 f(x? 十 到 ) ee 


Fa) = ||f cp)pdpdo ye ja do| fg)pdp — | fy 
2 0 0 


因为 FC) 二 2xtr(z) ,所 以 已 C0) 一 0， 

由 于 只 告知 f(x) 连续 ,没有 告知 f(x) 可 导 , 所 以 求 下 (0) 时 ,只 能 用 二 阶 导数 的 定 

义 求 , 故 

od = i CE CO) 0 ef 
t 


a 2 
二 = lim2xf (rt ) 


£0 0 tx0 
(因为 1220) 


二 2xf4(0) 二 2x( 因 为 f(0) = 1): 
【 例 9.22】 设 函 数 f(z) 在 (一 co, 十 co) 上 连续 , 且 满 足 


Re I Ca CE Fy Yd aD 


【 解 】 从 积分 域 及 被 积 函数 的 形式 可 看 出 用 极 坐 标 系 计算 方便 . 
7 dl flppdpdo + = 2| dg pi fCpydp+t = rx| prf (pdpte, 


等 式 两 边 求 导 ， ff 0) = dns ff) 44 = 4 [xf(t) 十 1]， 


A (2 
0 


又 由 给 定 的 式 子 可 知 Feo) = 一 0, 代 人 上 式 , 得 C= 0， 
=> ln[xf@)+1]=x = 0) = (es 


=> 二 In[xf(t) +1] = 二 十 C; 


【 例 9.23】〗 设 f(z,y) 在 区 域 D:0 志 zx 二 1,0 过 y 过 1 上 有 定义 f(0,0) = 0, 且 在 (0,0) 
有 5 


2 VE 
| NS 
处 f(x,y) 可 微 ， 求 lim 


工 -0 1 一 e 1 
0 WF 
【 解 】 因为 | dx| /Cwiddu 中 的 上 限 及 被 积 函 数 | (i,w)du 均 含有 变量 x, 车 用 洛 必 达 
法 则 ,分 子 对 z 的 导数 不 好 求 ,所 以 必须 更 换 分 子 中 的 累 次 积分 的 次 序 . 即 
5 a fw au = 一 | du] fade, 


-| fs,u) dt 
TT = 一 lim 
一 所 于 zx0T Xxie 


[ Fn) di | re 
dt pp WR Fal EE 


ze0T 


二 


原 式 = lim 
xXx—*0 


= 
4 


由 积分 x CE, 工 ) a (Ec) 2 
a be 本 一 “二 其中 0 过. 


又 因为 fCzyy) 在 (0,0) 处 可 微 且 f(0,0) =0 及 0 过 反 委 之 ， 
所 以 76,z) 王 0;0) 十 产 (0;0)6 十 万 (0,0) 葡 十 oCV 匀 十 z2) 王 及 (0,0)z 十 oz)， 


故 。”” 原 式 = 一 lim Kd a a C00. 


二 


2 


[ 例 9.24] 设 f(D 连续 ,0 由 0 之 gz 之 hz 十 炎 安 2 围 成 . 若 ECD = 用 [2 +fCz 二 
n 


2 dF F(t) 
we Id sl i 


【 解 】 由 0 的 形状 及 被 积 函 数 形式 ,可 知 用 柱 面 坐 标 系 为 宜 . 
FO = zsav + fe + yav = | ao| pao| a+ | ao| reoedp| dz 


EA 丰 2xh| Rj 
0 

dFGD) _ 2 

3 


nh’tt 2axhtf (tf ), 

Bah re +2nh| fg’)pdp Sh 2nhtf (1) 
= lim | El 
0 2 tr0 t t=0T 21 


lim[ Bh Fhf ee ) |]= 


hs 十 xhf 0), 


| 


2 
3 
we 
【〖 例 9.25】 计算 I = inesiny 。 max{(zyy)dzdy, 其 中 卫 : WE 
0<X<y<x 
【 解 】 如 图 9. 17 所 示 ,DD 一 D i 2 y=x 
= {(z,y) €E Dz > y},， ] 
于 是 ”下 三 | ysinzsinydzay + esi 


Di 


一 s 小 ysinydy| i zsinzdz| sinydy 


= 中 ysinydy| sinzdz = 到 ， 
[i 
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题 型 ”对 弧 长 的 曲线 积分 的 计算 


【 解 题 提示 】 QD)| f(zwy)di 的 计算 是 化 为 路 径 L 的 参数 式 的 定 积分 计算 . 例如 
i 则 | f Czyd = | 7[z(D,y(D] VED Fy di. 


E y= y(t) 
@ 上 限 的 参数 值 大 ,下 限 的 小 , 即 8 宇 a. 
(2) 运用 对 称 性 简化 对 弧 长 的 曲线 积分 计算 时 ,应 同时 考虑 被 积 函 数 /(z,y) 与 积分 路 径 : 


工 的 对 称 性 . 
; 设 /(z,y) 是 定义 在 一 条 光滑 (或 分 段 光滑 ) 的 曲线 二 上 的 连续 函数 二 关于 y 轴 ( 或 工 轴 ) 


对 称 . 则 
@ 当 zyy) 是 L 上 关于 x( 或 y) 的 奇 画 数 时 ,中 f(z，y)dl = 0; 


ny Re 的 偶 函 教 时 中 Cz,y)dl 宕 中 f(xsy)dl, 共 中 攻 是 


.曲线 工 落 在 y( 或 5) 轴 一 侧 的 部 分 . 
: (3) 曲线 积分 可 以 将 曲线 了 的 表达 式 直接 代入 积分 式 . 
ey ;证 壬 | C2 A | aa ee 
a Ds 


【 例 10.1】 计算 下 列 对 弧 长 的 曲线 积分 : 
(1) 设 工 是 圆周 x? 十 32 二 az, 社 算 7 = 中 证 和 


CT 与 平面 < 十 y 十 z 一 0 的 交 线 ,计算 1= | z?dl. 
Ls 


【 解 】 CD I= zrdt+ yd, 
由 于 工 的 对 称 性 ,zx? 为 偶 函 数 , 所 以 


2 2 
中 rd = yd = 3 (x* +y)di 一 全 中 i 
Sr pn 2 


对 于 和 y*dl, 由 于 工 是 关于 xz 轴 对 称 的 ,f(x,y) 一 六 是 关于 y 的 奇 函数 ， 


让 中 yd, 

L 

故 17 = 中 Ca 
L 


(2) 由 于 工 关 于 zyy,z 的 对 称 性 ,所 以 


| ad: 一 | yzd7Z | es 
, 天 计 
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故 T= zd= 二 | (z+y+e)d = 二 | dl 
L 国庆 8 JL 


起 < 2 
= 和 R= : 
3 2xR 3 工 民 . 


【 例 10.2】 求 下 列 对 弧 长 的 曲线 积分 : 
GID 光大 为 椭圆 十 区 二 1; 其 周 长 记 为 4, 计算 中 (2zy 十 3z2 二 + 4y’)dl; 


(2) 设 工 为 xz 了 十 y? ==1， 试 计算 1 一 中 Vzy a 
x3 二 ys 


[ 解 ] (1) 7 = 中 2zydl + G32’ + dy )dl, 
因为 工 关于 y 轴 是 对 称 的 ,被 积 函 数 2xy 是 工 的 奇 函数 , 故 
中 2zydl = 0. 


2 2 2 2 
CO 1 名 a 2 Cy 
5 L 12 i 3 


= 1 冲 1 d=124. 故 I= 124， 
L 


re 
02) 1=| = 2 ee Vry dl, 
| 


Lzri+ yf 
因为 工 是 关于 z 轴 对 称 的 ,被 积 函 数 Vzy 是 y 的 奇 函 数 . 故 积分 三 -0. 
| 题 型 ”对 坐标 的 曲线 积分 计算 (重点 ) | 


【 解 题 提示 】 对 坐标 的 曲线 积分 | P(x,y)dz 十 Q(z,y)dy 的 计算 方法 有 如 下 四 种 
|:  (D 化 为 路 径 工 的 参数 式 的 定 积分 计算 ,其 解 题 程序 为 :中 画 出 路 径 工 的 草图 ; 加 写 出 路 
径 了 的 参数 方程 ;G@ 将 原 积分 化 为 参数 的 定 积分 计算 . 注意 :起 点 的 参数 值 作为 定 积分 的 下 限 ， 
:终点 的 参数 值 作为 定 积分 的 上 限 ; 上 限 不 一 定 比 下 限 大 . : 
(2) 利用 求全 微分 的 原 函 数 进行 计 算 (适用 于 路 径 工 非 闭 情形 ). 


基 | P(rz,y)dz 症 Q(z,y)dy 在 区 域 D 内 ( 工 位 于 DD 内 )P(z,y),Q(zx;y) 具有 一 阶 连 续 的 


偏 导数, 且 57 一 3 , 则 Pdx 十 Qdy 是 业 西 数 u(zx,y) 的 全 微分 , 即 du(z1y) 二 P(F 访 jdx 十 


Ci (za va) 
Ta Pdz+Qdy= | oc 
G | 431) (zy "31) : 
Fe 和 V2) a Vi 也 Cr pi1) : 
(3) 设 在 区 域内 9 =R , 则 : 
G 冲 da ey Nu i 
而 本 
Blr sy, 
GD| Pdz+ Qldy= Pdr + Qdy 
[ 浊 (zxo， "yo) 


= 上 Plz,y)dz+| Q(xri,y)dy. 
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(4) 利用 格林 公式 (注意 利用 格林 公式 的 前 提 是 积分 曲线 一 定 为 闭 的 ) 设 P(z,y) ,Q(z 
:y) 在 包含 工 于 其 内 的 闭 域 刀 中 具有 一 阶 连续 的 偏 导 数 , 世 非 闭 , 工 十 上。 闭合 , 则 


| Paz+ady 2 二 =- -20aray —|. Pdz + Qdy. 
We 玖 1 


(5) 计算 空间 闭 曲 线 上 的 曲线 积分 的 一 个 重要 方法 是 利用 斯 托 克 斯 公式 
dydz dzdz dzdy 


9 9 9 
bPdartQdyt+Rdz = || a 
RR 


【 例 10.3】 计算 下 列 曲 线 积分 : 
(1): 计 算 I= 人 (82 )dz 涉 (ze"F2y)dy; 其 中 工 为 过 《050),(0,1),(132)》 
的 圆周 ; 
(2) 计 算 1== | 和 (e'siny 一 ay)dz 十 (eicosy 一 红 )dy, 其 中 AMB 是 过 A Ca,0)， 


和 sb “于 )sBe; 0) 三 点 的 半圆 周 (a 污 5> 0)( 图 10.1). 


【 解 】 (1) PCzyy) 一 电 十 3zQGzyy) = xe? 2ys 
国 访 2 = 5 ,所 以 曲线 积分 与 路 径 无 关 . 


研 


Es 1 2 
于 是 ,| Pdz+Qdy =| Ce Far)dz+| LE 
L(0.0) 0 0 


=1 十 z| ;十 (e 十 好 )| ;一 2 十 (时 卡 和 一 1 


= 十 |57 
(2) P= esiny—ayQ= ecosy— br, 
= = @” Oy da = ercosy 一 /， 
9x 
A Shs 
AMB-} BA rr Ol B(b.0) A(a.0) 

中 一 人 二 3 dzdy = (a— blazdy 图 10.1 
AMBE+BA dy ) 

ES 3 6 & ob A 1 一 3 

一 (& 一 0) FC 5 ) ga CD 


| 各 . | cersin0 +a 0 wo 0: 
BA 证 


元 “了 二 有 ra 一 0 


> _ = = 让 并 
【 例 10.4] a es ne 


是 由 两 圆 x* 十 y* 二 1 与 (zx 一 2)* 十 y= 二 1 所 构成 的 正 向 闭路 . 
【 解 】 路 径 如 图 10.2 所 示 . 


r= | Erdy: 
rr (zxz—2):++y t zy 
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Es yoreha( zr dy = 中 
n 中 = (六 一 2)2 十 光 人 


I = 中 ydr+ zxdy - = + 中 : 
3 FE Li 区 


A < 
(rz—2)*++y 

aRe yi 2)’ 图 10.2 

a WM 

w= aQ 让 yr 一 2 池 


QO a Tr [a2 ty 
因为 在 所 围 成 的 域 中 5 三 = 加 ,所 pb 由 = = 


大 迅 所 围 成 的 域 中 ,5 Se 0) 处 不 相等 . 


由 定理 设 Plzx,y) ,Q(z,y) 在 域内 有 一 阶 连 续 的 偏 导数 ， 且 恒 有 = 了, 与 


为 D 次 在 功 两 多 疝 同 出 因 用, 本 从 自 包 四 大 应 放下 才 愉 网 的 未 居于 D 的 点 , 则 
中 Bae oly = 中 Pdz + Qdy: 
三 Se 2* — sint(— sint) + costcost 
有 | 此 cos’t 二 sin’t =| i 
故 1 2x, 同 理 有 1 2r， 
故 开 一 三世 三 47 
【 例 10.5】 设 jx) 连续 ,gy (v) 连续 , 且 | (十 VCz 一 dzdy == 
J Sy 一 1, 也 为 工 所 围 的 圆 域 ,计算 


I= 中 [re y+ gsi— Izdrt ydy). 


【汪汪 一 中 7 十 如 )(Czdz 十 ydy) + 中 cz 一 y)Czdz 十 ydy)， 


= b fz 二 yx)(zdz 二 ydy) ,1 = b pz — rdz 十 ydy). 
(1) 先 求 开 . 
设 工 十 yx 二; 因 f(u) 连续 ,所 以 存在 F(w) 到 | repd， 
于 是 ,F'(z) = f(w), 即 
d(#F)= FF (Wau = f(x + ydz ydy), 


1 
2 2 a = 
故 中 Fez 卡 y 》Czdz 填 ydy》 = 中 d[( 翅 FCw) )= 
(2) 再 求 五 . 
一 中 cz 一 y) (zdz 十 ydy), 其 中 二 g(x 一 yj)z;Q@ 一 pz 一 y)y， 


140 


第 十 章 ” :曲线 曲面 积分 


= zp (zDD = ap ,R= po—», 
于 是 -||[( 强 = 9 )azdy =|| (z+ wy — ydrdy =A, 
i i 
【 例 10.6】 计算 T= | 一 yz)dz 十 (y 一 Zz)dy 十 (zx 一 xy)dz, 其 中 工 为 由 点 A(a,0， 
2 acosg 
0) 沿 螺旋 线 / 了 5109 ,0 之 g 之 2x, 到 BCa,0,h) 的 弧 段 . 
二 9 
【 解 】 由 参数 方程 ,有 dz 一 一 asingdp,dy 一 acospdyg,ds = 灰 dp, 再 由 三 角 函 数 族 在 [0， 
2xj] 上 的 正 交 性 ,有 
I = 性 | (eeos’g— gsing) (— asing) + (a’sin’g— 史 peosp)acosy 
fy — 一 asingcosp)。 闪 |dp 
3 .x 十 | 去 Eg dp = 3h. 
【 另 解 】 曲线 积分 的 路 径 如 图 10.3 中 的 AmB, 添加 线段 BrnA, 则 
AmBnA 为 闭 曲线 ,于 是 


了 一 中 一 > | 
AmBnA BnA 


| ss 和 和 es 
MBA 


7 


2r 
一 = | 务 gsin “pdp 一 


BA 3 
故 Ph a = = 
AmBnA BnA 3 


[ 例 10.7】 计算 I = 中 (一 sdz+ 本 


式 十 六 三 
kh = ，，,e 之 0 凡 > 0), 从 畏 正 向 看 去 为 道 时 针 


二 QCOBL 


【 解 】 利用 路 径 的 参数 式 | 0 < 


ZzZ = hi(1 — cost) 
2 
I | (aie RI — ood Csion) + [1 — oo0t) = 0d] soar -aon sloty e haney 


于 一 2FRKC 及 ) 
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古 
和 尾 
站 


【 另 解 】 用 斯 托 克 斯 公式 ( 见 图 10. 4) ,有 
dydz dzdzxz dzdy 


9 9 9 
十 dzdy 


由 两 种 
”曲面 积分 关系 a (cosa 十 cos8 十 cosy)dS， 


万 
n= {cosascosB, cosy)} a a 
1 


y a 二 h 人 
a "和 = UV 


一 人 a dT 
【 例 10.8】 确定 可 微 函 数 a(zx) 与 BCz) ,使 当 
P(z,y) = [zxa(z) 二 BC(z) jy 十 37 y,Q(z,y) 二 ya (ZX) 十 B(z) 时 ,曲线 积分 


中 Pdz+Qdy 对 任何 闭 曲 线 工 都 等 于 零 ,其 次 写 出 当 a(0) = 一 1,8(0) 一 0 时 ， 


中 Pdz 十 Gdy 的 表达 式 . 


【 解 】 对 任何 闭 曲 线 工 均 有 中 Pdz 十 Qdy = 0 全 二 所 = 3， 
= 2[xa (zx) +BCz)]y + 3r ,9 = ye (x) + p(x) 


2[za(z)++B(r) y+ 37r ya (zr) hp(z) 
a(zx) = 2xal(z) + 28(z) eS = 
=S = lL 
RCE) = 8 a (7z) = 2xa(x) + 2x’ + 2C0,) 
求解 一 阶 线性 微分 方程 a’ (x) 一 2zxa(x) 一 2z3 十 2C;， 
先 求 对 应 的 齐 次 方程 通 解 ”a’ (x) = 2zxa(z) 坟 a(x) = Ce”， 
再 用 常数 变易 法 求 非 齐 次 方程 的 通 解 . 
令 ”alzx) = C(z)e” ,代入 非 齐 次 方程 中 并 整理 ,得 


Ce = 0 Wo SE eid +2c]e™ qtie, , 


S06 


故 a(z) = FE ez (a +g@|e get+G|=— Ca a dD Sree 


2 


Goer 和 @ 
由 BC0) 二 0 及 四 ,可 得 C = 0, 所 以 RD 三 关 . 
由 w(0) = 一 1 及 图 ,可 得 C; 三 0, 所 以 uCz) = 一 zx* 三 1， 


故 | Pdz+ Qdy = 中 一 Zy2 十 3z2zy)dz 十 (zs 一 zy 一 y)dy。 


【 例 10.9】 设 函数 Q(z,y) 在 zOy 平面 上 具有 一 阶 连 续 偏 导数 ,曲线 积分 | 2zydz 二 Q(z， 
J42 
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y)dy 与 路 径 无 关 , 并 对 任意 : 恒 有 | ，， = | a 
Q(z,y)dy, 求 Q(T,y). 
【 解 】 由 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 ,有 


9 Qe pr = 
EE 


(1,1) (1,1) 
又 | ,2Tydr + Q(z dy = b 2zydz 十 [x 十 CCy)]dy 
0.0 0,0) 


1 1 
=|2zxodz+| LASt Gy) Jdy 
0 0 


1 
2 十 | ED 
0 
(1,0 £ 下 
六 ‘2zydzr + Q(z,y)dy 一 | oD dys 十 | 人 ED 
10 0 


和 1 
由 题 设 条 件 有 十 上,CCy)dy =z 十 | CGy)dy， 
两 边 对 t 求 性 ,得 2: = 1 十 C(t) 二 C(1) = 21t 一 1， 
故 Q(zxyy) = x? 十 2y 一 1. 
【 例 10. 10】 设 曲线 积分 } 2[zp(y) 十 W(y)]dz 十 [zzy(y) 十 2z32 一 2zp(y)]dy = 0, 其 中 


工 为 任意 一 条 平面 闭 曲线 . 求 : 
(1) 可 微 函 数 p(y) ,yly) ,已 知 g(0) = 一 2,%0) = 1. 


(2) 沿 工 从 原点 (0,0) 到 M(x, 圣 ) 的 曲线 积分 . 


【 解 】 (1) 由 题 设 , 昌 线 积分 与 路 径 无 关 , 于 是 5 六 


即 2[zxp' (>) 十 多 (> 三 2zp(Cy) 十 2% — 29(y), 
由 于 zy 的 独立 性 ,所 以 

p(y) = yy) 人 三 内 Ko) 

PWD= Fp) l= py) 

过 9 (y) 十 p(y) 三 见解 之 ， 

得 gpg(y) 三 Cicosy 十 Cosiny 十 yy 一 2， 

$y) = wy) =— Csiny+t Ccosy+t 2y, 

将 初始 条 件 pg(0) = 一 2,y(0) = 1 代入 ,得 


出 /0 = siny 十 光一 2 
“lyCy) 一 cosy 十 2y No) 
(2) 如 图 10. 5 所 示 ,因为 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 所 以 人 


全 2[zGsiny 十 = usy | ld 
y —2) ldy 
= | [2 -4rdart | re Geosy 23) i 
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2) Jdy 
4 
二 2 元 一 27 丰 3xw 十 二 二 全 =x 十 地下 


【 例 10. 11】 已 知 曲线 积分 工 一 中 y*dz 十 (3z 一 妆 )dy， 
其 中 工 为 zx’ 十 xy = 二 RCR 二 0) 的 正 癌 ; 求 : 
(1)R 为 何 值 时 ,I = 0; (2) 求 I 的 最 大 值 . 
【 解 】 设 曲 线 L:x? 十 y = 二 R?* 围 成 的 区 域 , 记 作 DD. 


于 是 1= (a jdz y=) -a —3y idzdy 一 引 一 一 交 )dzdy 


全 3|， ee 6x( 入 一 全 )|- = 3xR* (1 一 全 ). 
(1) 当 尺 = 二 V2 时 ,T= 0(R = 0 会 去 ,因为 R > 0). 


(2) 疏 =6xRQ 一 Re), 令 民 二 0SR==1, 帮 当 RR 二 1 时 ,了 耻 最 天 值 ,1 = 了 


| 题 型 五 ”对 面积 的 曲面 积分 计算 | 


[和解 题 提示 】 (1) 册 面 积分 /x,y,<)dS 的 计算 是 化 为 摄影 拓 的 一 得 积 分 计算 例如 


人 < 人员 则 resyeds= | eye Wl a AY 


@@ us 生平 生 于 村 吉 的 直线 的 灾 点 超过 丙 上 ( 包 闫 两 点 ), 则 六 须 将 曲面 分 成 几 


块 ,使 每 抉 与 平行 于 华 标 轴 的 直线 只 交 于 一 点 . 
(3) 曲面 积分 可 将 曲面 号 的 表达 式 直接 代入 积分 式 以 简化 运算 .例如 :了 :x 十 十 z =: 


RE ,计算 | (z+ 十 zds = :ds = Ras = R: .4xR* = dnR:. 
; > 三 E> 


(4) 有 时 将 对 面积 的 曲面 积分 化 为 对 坐标 的 曲面 积分 计算 . 


【 例 10.12】 求 下 列 对 面积 的 曲面 积分 
i=)(+3 3 二 可 8, 其 由 3 是 平面 十 学 十 六 二 1 在 第 一 卦 限 


部 分 . 
(2) 1 = ||yds, 其 中 三 为 球面 zx J 
C3 = 上 (x 十 x 十 <)dS, 其 中 忆 为 锥 面 < 二 Wx 二 介 于 = 二 0 及 = 
1 之 间 的 部 分 . 
[ 解 】 (1)7 一 4( 扫 二 学 + 六 jas = 41ds = 44， 


其 中 A 为 5 在 第 1 卦 限 的 面积 .5 在 z,y,z 轴 上 的 截 点 坐标 分 别 为 PC2,0,0)， 
Q(0,3,0),R(0;0,4). 则 
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EE y= 
i i le A odie on 
A= 志 |X 六 | 天 各 vm 元 | 12i+8jt 6k | 61 ， 
= 一 2 和 让 
T=40l; 


(2) 由 于 f(x,ysz) 一 y, 关 于 zOz 坐标 面 为 奇 函数 ,又 球面 3:z 十 多 十 二 一 9 关 
于 xzOz 坐标 面 为 对 称 的 ,y 轴 为 对 称 轴 , 故 工 = 0. 


2 


r= 2 2 3 3 | 人 2 
(3) (zx th ya rR Hy 专 (i) zdy 


D 
wy 


= [ez 二 yy) 二 Vz 十 ]dzdy 
Ds 


- [2 1 4 1 1 7 
= 加 ,加 w+rPeap=2xvE( 生 二) = Tt 


【 例 10. 13] 计算 工 = | 十 y 十 =)dS, 其 中 3:= 一 所 
【 解 】- 由 于 曲面 号 对 称 于 轴 , 所 以 ||(z 十 dS 一 0， 


于 是 ,1 一 上 ds ”由 于 3:z= = V2 一 一 产 可 看 出 作 如 下 变换 简单 ， 


工 二 asingeos0 
“| = asingsing ， 
z= acosg 
则 ds = a singdgpd9. 于 是 


i 2x 于 
一 I dg| acosg * a’ sinpdl 一 2ra' | singd(sing) = xa’. 
0 0 0 


> dS (z—1)cosa ysina Inz = 0 
人 T 三 || 一 一 一， 名 
one Ti 0 其 中 王 为 方程 组 | (1 a pj 0 
(a 二 a(z,y) 为 参 变 数 ) 所 定义 的 曲面 z = z(zyy) 介 于 平面 z 王 1 及 = 一 上 
之 间 部 分 : 


【 解 ] 号 1 Wooay Hyatt Inz=0 
(Ls sina lr yeosa =0 
(x — 1)cosat ysina =— lnz 
和 —x)sing 二 ycosa 一 0 
(zt—1)*cos’*a+ 2y(z— 1)cosasina ysin’*a = (Inz) 
i x)*sing++ 2y(l1 — zxz)cosasina y:cos:g =0 
Sz—1)+Ty = (nz)’>lnz = V(z— D+ Sz = evrD AH 
VDity = , 埃 一 VE 2 
V(r ) 让 ye Vz—1) +y 


dS = Viz zdy= VlieVv Dr dzdy; 


二 和 C2 人 


/ 
zz 一 ee 
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[ 解 题 提示 】 解 题 方法 有 以 下 三 种 . 
(1) 利用 奥 高 公式 . 


四 车 P,Q,R 在 闭 曲 面 号 所 围 空间 域 人 9 中 有 连续 的 一 中 作风 必 Payde + Qedr + 


R= 一 (G+3 本 十 3 )dazdydz, 其 中 三 取 外 侧 . 


@@ 若 P,Q,R 比较 复杂 ,号 非 闭 , 号 加 面 . 后 闭合 ,上 且 P,Q,R 在 5 与 曙 . 所 国 空 间 焉 了 中 
:有 一 阶 连续 偏 导 , 则 


a ee 


tS 

(2) 矢量 的 点 积 法 . 

设 曲 面 区 的 方程 为 和 f(x,yY) ,规定 马 的 法 向 量 为 {一 f,， 一 fd}. 则 
I = |Paydz + Qdzdzr + Rdzdy = (Pv) . {dydz,dzdz ,dzdy} 


-由 Pa a 
交大 Q,R} 二 


,fa 取 人 ”否则 取 “ 一 ”本 法 最 适 : 
用 于 由 面 吕 在 zOy 平面 上 投影 为 一 个 区 域 , 且 {P;Q,R} {一 和, 一 J 和 ,1) = 一 Pf, 一 QH 
十 R 简单 者 . : 
” (3) 通过 投影 化 为 二 重 积 分 . 


六 ||Payas + Qazaz 站 ||Razay 
及 3 
王 主 和 PEzeoa ,yz]dydz 十 [QLz,yc,z) ,之 |dzdxz 士 ||REz,y,zC,3) drdy. 
D DE Db 


“十 ”号 的 确定 ， 
若 号 的 法 向 量 n 与 轴 ( 为 平面 yOz 的 法 向 量 ) 的 天 角 (n?z) 为 锐角 , 则 上 式 右边 第 一 个 
积分 前 取 “ 二 ”, 否则 取 “” 
车 克 的 法 向 量 册 与 轴 ( 为 平面 Dx 的 法 向 量 ) 的 类 角 (ny) 为 锐角 , 则 上 式 右边 第 二 个 
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各 分 前 取 27， 知 而 取 民 六 

车 卫 的 法 向 量 万 与 壹 轴 ( 为 平面 2Oy 的 法 向 量 ) 的 天 角 (a'z) 为 锐角 , 则 上 式 右边 第 三 个 
-积分 前 取 “ 十 ”, 和 否则 取 “ 一 ”. 

”由 以 上 的 规定 , 即 可 得 出 ; 

曲面 的 前 侧 、 右 侧 、 上 侧 均 取 “”; 后 侧 、 在 侧 、 下 侧 取 “-”. 闭 曲面 的 外 侧 取 “十 ”， 向 全职 


【 例 10.15】 计算 下 列 曲 面积 分 : 
(1) 设 f(w) 具有 连续 导数 ,计算 工 一 ziayaz + ee +y Jdzdz Te 


[二 /2 十 = ]dzdy, 其 中 了 为 锥 面 = 一 YF 下 六 与 球面 也 十 郊 十 过 一 
1,z 十 六 十 zz 一 4 所 围 立 体 表面 的 外 便 . 
(2) 计算 T= ||z*dydzs 十 ?dzdz 十 zzdzdy 式 中 为 球面 (z 一 ao 十 (y 一 及 :二 


(= 一 c) = 二 R? 的 外 侧 . 
【 解 】 曲面 是 闭 的 ,上 且 P,Q,R 在 所 围 形体 中 具体 连续 的 一 阶 偏 导数 , 故 可 用 奥 高 公式 


计算 . 
有 f(D) + 3y, 于 一直 f(D) +32， 
1 用 (二 + az)av = + +2 
= 3 一 .siapdrdgay = sj dg| do| -singdr 
8 
时 6x( 一 cosp)| .了 2 | 三 (2 —Va). 


(2)I= 站 +y+aar= zd +-D+= 0+ 十 & 直 cdV 
0 0 
一 zoo + (3 二 把 + Cz—oOJdv+2(a toto)av. 
A n 


因为 || du $xR’ ; 
n 


. pH Re =(ra) t(D) 
-ov 一 dzdy —€) dz 
有 VR (ra) +(yb) 
了 (CD2 二 (的 2<R2 
令 UU= zz—c VR Cr ary be 
下 dzdy udu.= 0 


— VRC-a) tty-b) 


(za) 40y 6) <R 


(因为 后 一 项 积分 为 0)， 
由 对 称 性 可 知 上 (x 一 wav = 一 wav = | 人 


故 “I= SnRi(atbte). 
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【 例 10. 16〗 计算 下 列 曲 面积 分 : 


CU | -dd 六 其 中 为 能 面 5 一 “GT 与 平面 251 一 
所 围 形 体 表 面 的 外 侧 ， 三 
(RE er 及 的 外 本 
a 


【 解 】 由 于 P,Q,R 在 曲面 5 所 围 成 的 形体 中 的 一 阶 偏 导数 不 连续 ， 所 以 该 题 不 能 用 奥 高 
公式 做 ,只 能 用 投影 法 做 . 


(1) 如 图 10. 6, 记 3 :z 一 2 ,5; :z= YZ 站 沁 ,D3 :2 一 15 于 


是 
1=J t+ 
Ss 
五 -天 人 =] -drdy 
a 
3 2 
"0 
0 vp 图 10468 
= 4nxe’， 
I i [al & RE 性 
天 天 SEE Cd; 去 霹 和 二 一 C= 
"YY 
1 三 一 27evy 


故 工 二 五 十 到 十 五 二 2rez. 
(2) 令 马 :z = M 民 请 (上 半球 面 ), 台 :2 击 一 V 民 全 X27 一 六 (下 半球 面 ). 


于 是 I= 由 +| 


-OE 


dydz 十 z*dzxdy _ 
Ee one da 
ee 天 本 


和 其 人 (zdydz 十 po = ||zayaz+ =dzdy] 


或 和 5, 
me |] 


x [| 局 二 2 入 R ;其 法 向 量 与 = 轴 相 反 。 


之 一 0 


EX zdzxdy = 0， 


R 
ja 十 2z)dv 一 上 az| dg (1 2rcosg)r’ singdr 
0 0 0 E 
n 


| 


oz| fe sinp 十 7 ] 4 
oL3 2 vn 


4R), 


2aR’ (= 于 cosp 十 了 peins p) | 忆 i 一 2x 了 (二 二 
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所 以 了 =2xR'( 训 十 了 R). 
J [er dy | eave wp = 有 | 人 < 
A ) 六 A 


i i 0 
i 
其 中 二 


亏 。 


ee 
同 再 可 得 」 - 一 0. 


人 -Jo a 2xR'( 汪 一 本 R)， 


故 下 一 全 RE 
【 另 解 】 将 x Eg 十 过 一 及 直接 代入 被 积 函 数 中 ,得 
了 二 污 五 UPd dzdy = 下 人 L 十 2z)dxzdodz 王 $xR’. 


区 下 2 + 2 <<R2 


【 例 10. 17】 计算 下 列 此 面积 分 ， 
(多 四 训 = ||4zrdydz — 22ydzdz + (1 一 zz)dzxdy, 其 中 3 为 曲线 


人 
人 “个 了》 个 49% 轴 旋 转 而 成 的 曲面 的 下 侧 ; 


二 0 
(C297 = 一 Dadydz+ (z 一 y)dzdz 十 (tz 一 z)dzxdy, 其 中 SS 是 2 三 2 一 
是 yG 二 = 坟 2 前 上 出 | 
【 解 】 加 一 个 或 多 个 曲面 后 ,曲面 封闭 ,而 时 ,3Q, 强 在 闭 曲 面 图 成 的 形体 中 连续 , 则 可 
用 奥 高 公式 . 这 种 类 邓 题 是 考试 重点 ,多 加 注意 


(GD 曲线 |” 二 “(0 过» < a) 绕 = 轴 旋转 所 成 旋转 面 记 为 
二 :过 一 ee Hy ; 今 2， :xz 一 er , 则 
I= Rs ne )dzdy 


= l= pT dzdy 
BD Re 
= (e”— la = na (ee 1), 


(2) 对 了 sz = 二 15 则 


-= 下 1 1 le: Day 
2 n Db 


zy 


d 1 V1l-z’ 
一 一 省 v+| (= de dy 


2r 1 2 一 1 
= 一 引 ao] pap| dz+| 2 D YI 并 
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一 开 开 AT. 


2 
【 例 10.18】 求 下 列 曲 面积 分 : 


(DT 一 几 =+Ddodz 二 ydedz 十 dzd 拓 其 起 平面 z 十 ?十 < 一 在 第 一 
卦 限 部 分 ， 法 向 量 指向 原点 ; 
2 = — ydydz + (z+ ydedzr+ dzdy,s: 能 面 :x 二 Vx 十 yy 被 
二 1,z 二 2 所 截 部 分 的 外 侧 . 
【 解 了 《1) 了 :rz 十 yy 十 过 一 1 这 三 本 一 均一 2 =— 1 一 一 小 ， 


5 的 法 向 量 
TI 一 用 z+1y 1 (l,l) drdy er | C+ yt 2)dzdy 
5 Bb 


1 1 一 记 
=—| az|，c 上 2 一 和 
0 0 3 


一 一 — 2 . 人 之 s ee sl 
2 J WE i i | i jd 
= | YETY tty drdy 
D, 
一 一 | 吉 (二 6 本 podo 却 一 本 
【 例 10. 19】 设 。 表 示 从 原点 到 椭 球 面 = 十 点 三 1 上 P(z,y,z) 点 的 切 平面 的 垂直 


距离 .计算 I js, 其 中 pe = 1 的 外 侧 . 


【 解 】 对 于 椭 球 面 上 任意 一 点 P(x,y,z), 可 求 出 其 切 平面 方程 为 于 十 演 十 学 二 咎 其 中 
(X,Y,2) 为 切 平面 上 点 的 流动 坐标 , 则 从 原点 到 该 切 平面 的 距离 


jas- | AL 十 二 “dzdy 


Je- 


2 | yy 中 到 zdrdy = 2 一 dzdy， 
其 中 怠 ,3 分 别 为 上 a 


z 2 
因为 二 < 1 a A 


a 全 meost 
所 以 jjods = 2c 出 
| 


= 一 一 全 2uic| dl| 一 ee 
I 二 亏 一 疙 6 0 = 
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一 :4raOc. 


= 4xabe v1 = 


【 例 10.20】 计算 了 es ys) 二 Jdydz 二 [27fCzsy,z) 二 yjdzdz 十 [f(x,y;z) 十 


J 
Y 


zjdzxdy, 其 中 /f(x,y,z) 为 连续 函数 ,5 为 平面 xz 一 y 十 z= 二 1 在 第 人 W 卦 限 部 
分 的 上 侧 . 
【 解 】 如 图 10.7 所 示 , 被 积 函 数 中 f(x,y,z) 没有 具体 给 出 ,因此 无 
论 用 投影 法 或 加 面 用 奥 高 公式 均 行 不 通 , 由 于 上 为 一 平面 ， 
其 法 向 量 的 方向 余弦 可 得 , 故 不 妨 用 两 类 曲面 积分 的 关系 一 
试 .平面 号 的 法 向 量 n = {1, 一 1,1), 则 


1 1 灿 
cosa = 一 ,cos ;COSY 二 一 ,于 是 
V3 B V3 V3 


| 出 1 图 10.7 
一 一 Lexzyyyz) 十 工 | 一 三 [2Hzyyz) 十 十 一 Cy ;之 ) 十 之 
I Ve 工 ] ai 1 | ])ds， 


-总 a ek il ne = 


题 型 ”曲面 面积 的 计算 


【 解 题 提 示 】 上 曲面 面积 的 计算 方法 有 三 : 
: (1) 利 用 二 重 积分 (适用 于 ; 巴 知 曲面 瑟 的 方程 及 其 在 坐标 面 上 的 投影 (或 易 求 出 投影 
域 )). 例 如 ,3:z 二 f(z,y) ,在 xOy 平面 上 投影 城 为 咏 ,，, 则 芒 的 面积 A 为 : 


六 ll a 
D 


(2) 利用 对 弧 长 的 曲线 积分 (适用 于 : 曲面 在 菜 坐 标 面 上 的 投影 为 
:一 条 曲线 的 情形 ). 例 如 ,车 曲线 L” 上 点 的 竖 坐 标 是 上 上 的 点 也 的 函 
数 ,z 二 f(x,y), 则 A = | f(r,wdls 


(3) 利用 对 面积 的 曲面 积分 (适用 于 : 柱 面 、 锥 面 \ 球 面 . 抛 物 面 的 菜 
一 部 分 面积 的 计算 ) 


【 例 10.21】 求 锥 面 z 二 Vz 十 y 被 柱 面 xz? 二 2x 所 切 下 的 部 分 的 曲面 面积 : 
忆 二 WZ 赴 间 


= Zr 


2 


【 解 】 商机 而 的 交 线 | 


即 (z 一 1)” 十 y 二 1; 由 些 可 知 锥 面 被 切 下 部 分 在 zOy 坐标 面 上 的 投影 域 为 DD,,: 
(x 一 1 十 yw 过 1, 于 是 利用 三 重 积 分 法 可 得 


Ml dady, 2 = A 至 ee 之 
ll /Tr 于 六 3 /区 2 二 yy 


2 2 
臣民 二 人 + ddy = | Vadzdy = v2 | ardy = Va 
D,, De 


5 


【 例 10.22】 求 椭 圆柱 面 工 + = 二 1 位 于 xzOy 平 面 上 方 和 平面 < 三 > 下 方 那 部 分 侧面 面积 . 
【 解 】 如 图 10,9 所 示 , 所 求 的 是 部 分 柱 面 的 面积 ,因此 用 曲线 积分 求 简便 ， 


A | 本 
L 
和 T= cost 
1 0 es 
4 y = i2sint 
df = Vr Gy (Dds VC sinD): + (2c6st) dz 
三 V1 十 3eos’tdt; 
秀 “ 和 三 | zdi 一 | 2sine V1 二 3cos tdt 图 10.9 
L 9 


一 一 中 wV1 十 3cos2td(Ccost) 
x F 令 二 V3cos V3 
ov cs os) Ne a 
0 3 


ey 
A MT 十 三 十 到 In(x 十 vi)] 
3 0 


下 LAV TF alo ED], 


i 
题 型 可 场 论 初步 


(1) 方向 导数 的 求法 . : 
; ， 设 三 元 函数 & 一 /ziyvz) 在 P(xzo,yo,x0) 点 可 微 ;过 P(xo,yowwo) 点 的 有 向 线段 1 的 方 
向 余弦 为 cosa,CcOsBscosy; 则 se 
” (2) 梯度 (gradu). 


设 数量 场 = (zyy,z) 具有 连续 的 偏 导数 , 则 。 gradu 一 55 和 上 5. 


一 人 5 jcosB+ dosy) | 


(3) 散 度 (divA). : 
设 有 一 向 量 场 人 = P(x,y,z)i 二 Q(z,yyz)j 十 R(zyy,z)k,P,Q,R 均 可 导 ， 则 A 在 Me, 


ysz) 点 处 的 散 度 为 divA 一 人 

(4) 旋 度 (rotAD). 有 
。 设 有 向 量 场 外 一 PCzyyiz)ji 十 QCzyvz)j 十 及 Czyyvz)K, 其 中 己 ,Q, 有 R 均 有 连续 的 一 阶 偏 
导数 , 则 旋 度 rotA 为 二 


【 例 10.23】 设 n 是 曲面 zyz 十 Vx 十 y 十 2 二 V2 在 P《1,0, 一 1) 处 指向 外 侧 的 法 矢量 ， 
则 
2 
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4 二 ln(z 十 六 十 习 ) 在 也 点 处 沿 n 方 向 的 方向 导数 ,并 求 div(gradiw). 

【 解 】〗 令 F(x,y,z) 一 zy 
1 

_ 区 

因为 FF 二 


9 


一 (+ | 


所 世态 
未 5 -上 达 


放权 | 


on 


ou 
可 元 | 了 


su dyle "gz 


(Pcose 各 站 Fcosp+ 及 cosy) |, a 


Ou Ee 4 
gradu = a a TE Tt 


2 元 9 2y 9 2 
divigradw) a 寸 开 十 莹 a ns me er 
2 ; 、 
十 闫 十 之 " 
【 例 10.24】 问 函 数 = In[z 十 y 十 xz 十 V1 十 (z 十 y 十 z)*] 在 P(1,1， 1) 处 沿 哪个 方向 
的 方向 导数 最 大 ?并 求 此 最 大 值 . 
【 解 】 由 梯度 的 定义 可 知 , 沿 梯度 方向 是 方向 导数 取 最 大 值 的 方向 ,所 以 有 


= 作 : Au | | 1 k 1 1 
VIi+(z+yi+2) Vl+(z+yt 2 /|) 


i i 吉 x (看) - 3 
本 本 7 放生 Wi — Wao, 
Sy 


故 在 P(l,1,1) 处 沿 方 向 (而 ， A - 生 的 方向 导数 最 大 ， 最 大 值 为 / 洁 . 


【 例 10.25】 设 函 数 二 es +) ‘tsintdt 十 | edz, 未 rot(gradu).. 
[9 0 


ar ay az| 


gradu 


【 解 】 因 关 于 过 ye zxysin(zy) 二 0 = yze™ + ry’sin(zy), 


9x 

du yz 7 2 有 3 due zys 32 

De ny 3 Bo ye 
所 以 gradu 二 [yze™ zy’ sin(zy) iLrze™ i ysin(ry) yz jj 二 (rye 二 
ye ks 二 | 

i 7 7 
rot(gradu) 一 二 过 也 be | 
Ye™ Try sin(zy) we™ rysin(y)+ye ryer™ ty 
二 .04 十 0j 十 0k = 
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第 十 一 章 ” ”无穷 级 数 


| 题 型 [ “有 关 级 数 概念 及 性 质 的 命题 | 


【 解 题 提 示 】 
:GD 求 数 项 级 数 的 和 的 一 种 方法 是 利用 级 数 收效 性 的 定义 ,而 利用 定义 求 和 通常 是 将 一 
: 般 项 (车 通 项 )u, 拆 成 两 项 差 :us 二 wwii 一 ,在 求 前 4 项 和 S, 时 消 挤 中 间 各 项 , 仅 留 首尾 项 ， 
。 (2) 利用 无 穷 级 数 收 贫 的 必要 条 件 , 求 以 “0 为 极限 的 一 种 极限 . 解 题 程序 是 :CD 将 欲求 的 


般 限 式 作为 无 穷 级 数 的 一 般 项 (或 通 项 Ju @ 判别 > wu 收 化 ,从 而 得 出 limu, 一 0 


【 例 11. 1】 求 下 列 级 数 的 和 : 


水 

3 

2 Wnn 二 1) (Wn 十 Vn 二 1) 

四 1 1 1 .三 1 
CE es gs 


ar | (1 eda 3: pi: :人 | 


a 1 1 i UE 
2L1.2 (2 十 1)(2z 十 2) a 


1 eh 
改 二 ia 十 1 十 2) 4° 


x 


二 = 1 1 VA 二 1 —Vn | 
ot Cr = ey 


2 
Vn 又 十 1 
I bi 
一 一 ， 1 一 一 
人 导 片 ( 启 片 太一 计 片 上 ( 质 “AA 
== 1 > 1],(n > OO) 
1 
a =1 


2 Vntn 二 +1) (Wnt+ Vnt+l1) 


Ca el 1 am 
【11 2] 求 lm (I I> > 0 


(&+ D2a+ Dna 1) 
机 绿 一 一 一 一 一 一 
【 解 】 作 数 项 级 数 GF DT ly 


因为 lim 2 一 

neoo Un 
lim ‘+ (2a + DD) nnd Da) (BT 1)(265+ 1)*…(mb 二 1) 
-~ 〈0 十 1)(20 十 1)… FE (1 Dn 二 BE) 
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二 rn | a 
er i 


所 以 级 数 收 全 


故 (& l(a mma 1 
n= (十 1)(26 十 1)*…CmwD 十 1) 


= 人) 


题 型 [ 正 项 级 数 > we tw > 0) 的 判 化 


【 解 题 提 示 ] 衫 爱 遂 了 乓 i 了 


1” 车 limwu 尖 0, 则 Ne 发 散 . 
m0 n=] 


2” 若 u 中 含有 nl 或 关于 nn 的 若干 连 乘 积 形式 时 用 比值 法 . 
ST 发 散 


lim “eu 一 站 三 1 方法 失效 . 
< 云 1， 》)u, 收效 

3” 若 忆 中 含有 以 n 为 指数 需 的 因子 时 ,用 根 值 法 . 
汪 1, > 大 发 散 

lim Wu, = 二 1, 方法 失效 . 
过 1, >)zn 收 丝 


@ 中 既 含 有 ?1 又 含有 以 元 汶 指数 深 的 因 玫 时 ,用 比 值 法 . 
4 当 比值 法 、 根 值 法 失效 时 ,用 比较 法 的 极限 形式 ( 即 若 lim 色 一 A (0 过 A 过 十 oo)， 


ns11 


出 与 > 具有 相同 的 化 散 性 ). 


5” 由 比较 法 的 极限 和 一 般 形式 可 得 如 下 快速 判 化 法 : 
O@ 设 分 母 , 分 子 关于 nn 的 最 高 次 数 分 别 为 思 ,g. 


当 pp 一 4 之 1 时 ， 级 数 Du (wus 宇 0) 收 笋 ， 


n=1 


| 时 ,级 数 Du 发 数 ; 


回 设 n 一 00 时 ,ww 一: 则 少 )t 与 >)w 具有 相同 的 仇 散 性 , 
n= 1 n= 1 


【 例 11:3】 判别 下 列 无 穷 级 数 的 敛 散 性 : 
WD H+; ED 


= 人 
(4) > nsin 到， Tt (oo edz. 
n=1 和 Ie 
【 解 】 (1) 用 根 值 法 去 [3 十 (一 DD) 之 ( 字 二 1) ,而 壮 ( 公 二 1) 收敛 , 故 > wo 收 
i 上 n= n= 


$55 


敛 . 
i 2 (nL n 
i Se 
9 Him 一 
i [3 十 二 | 
n 


二 之 < 过 1, 故 lw 收敛 . 
(3) 比值 法 、 根 值 法 均 失 效 , 用 极限 形式 的 比较 法 . 
jim 和 2 Men a 要 lInn SS 因为 忆 吉 收 但 ， 所 以 收敛 . 


Tl Se 
A 
(4) n> 品 时 su 一 nn 高; 因 为 半 到 收 多 伊 | 因为 lim 车 = 去 一 引 ,所 以 
《3 lim 江 We = lims™7 = 二 一 lim3 全 二 到 < 故 Du 收 化 
十 1 正定 所 1 
(6) 因为 0 二 =| dz<| « "dz 一 全 言语 扩 ， 
而 二 收 敏 ,所 以 > we 收敛 
| 题 型 五 ”任意 项 级 数 的 判 化 车 


【 解 题 提示 】 0 作 这 大 级 并 w 的 关 儿 程 序 ， 

口 玉 别 | wu | 的 化 散 性 ,车 >) | | 收 北 , 则 > )v 收 半 ; 若 1 | zw | 月 下 全 法 或 要 入 
法 天 到 革 发 数 , 风 > 发 散 (因为 此 时 limii 关 0). 
@ 车 > ju, | 用 比较 法 判别 英 发 妆 ， 7w。 为 交错 级 数 , 则 用 菜 布 尼 兹 判别 准则 判别 


@ Dw 不 是 交错 级 数 , 或 是 交错 级 数 ,但 之 wri 不 总 是 成 立 ， 则 用 limS: 寺 limSo 


来 判别 ， 7 
(2) 任意 项 级 数 的 判 钱 是 常 考题 型 ,通常 以 单项 选择 题 形式 出 现 . 


【 例 11.4】 设 1 > 0 为 常数 , 则 级 数 Y\(_ 1)"tan( Vn +An) kK “3 
(A) 发 散 . (B) 绝对 收敛 . (C) 条 件 收敛 . (D) 敛 散 性 与 1 有 关 . 


【 解 】 |， zw = tanCVn 十 4x) = tanE(vVn 十 A 一 十 nz] == tanCYr 十 A 一 nx 
人 区 
等 = 《入 观 一 
Vn 十 和 十 n 
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所 以 zx 单调 减少 且 趋 于 0， 
所 以 了 (一 1)"tan( Vr 十 Aw) 条 件 收敛. 


故 ” (GC). 关 选 ， 
【 例 11.5】 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 
WD DD™ = (2) Dsin(nr + i): 
中 后 而 i 让 i 
【 解 】 | 


VA Dr Vn + 


和 + Ool( 上 


We 2 
因为 了 和 局 一 ,2 名 0( 广 ) 均 收 全 (前 者 条 件 收 合 )， 
n=2 n n=2 n 


所 以 Dw 条 件 收 伍 


一 入 sin (nr 二 + 让 -)= (一 1)* sin (站 )~ 呈 1' 示 ,一 时 ) 


3 
因为 > (- 10)" 直 条 件 收敛, 所 以 > w, 条 件 收 化 
(3) 讨论 加 括号 后 的 级 数 : 
让 理 “il 中 en el 
(一 志和 站 片 (万 一 1 着 + 二 + (二 Et 


1 71 “Wti™ Wim1)" 2 


下 dl Ch 


; 则 原 级 数 发 散 ). 


1 1 1 jl 
【 例 11.6】 Wt 3 Bt" :在 哪些 工 处 收敛 ?在 哪 
些 工 处 发 散 ? 
【 解 】 (1) 当 工 三 1 时, 原 级 数 变 为 


一 训 十 言 一 广 十 … 十 二 一 起 十 …, 这 是 莱 布 尼 兹 型 交错 级 数 | 敌 下 全 
n=1 2n 


(2) 当 二 之 1 时 ,S， = (1 十 言 十 言 十 涪 十 元 
当 ? 一 ce 时 ,前 一 括号 ~ 十 ce ,后 一 括号 > 定 值 (因为 工 二 1)， 
故 limSx 一 十 co, 即 级 数 发 散 . 


#37 


和 -到 (1+ 问 二 训 二 “+ 寺 
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工 志 1, 所 以 Sa 中 1 后 各 项 均 为 负 的 . 


1 

考 

虑 级 数 i 元 二 让 

| (Qn ln 过 
因为 lm [tay i 内 区 


而 > 二 (x 一 1 发 散 , 故 。 limSw = 9， 即 习 必 发 散 ， 
综 上 所 述 , 当 工 二 1 时 ,级 数 收 敛 ;zx 关 1 时 ,级 数 发 散 ， 
| 题 型 W 有关 数 项 级 数 的 命题 的 证 明 | 


【 解 题 提示 】 (1) 已 知 某 级 数 收 伊 , 欲 证 另 一 级 数 收 你 , 愤 用 根 值 法 和 比值 法 判 列 ( 因 为 


im za 一 p 一 1), 一般 用 比较 法 判别 . 已 知 收 化 的 级 


: 数 被 用 作 比 较 的 级 数 . : 
(2) 已 知 某 数 列 有 菜 种 性 质 ( 有 界 性 、 单 调 性 、 有 极限 ), 欲 证 菜 级 数 收 敛 ,通常 是 用 这 些 性 
: 质 对 无 穷 级 数 的 通 项 u 作 某 种 估计 ,再 用 比较 法 判别 或 用 级 数 化 散 性 定义 ， 
车 铁证 级 数 的 通 项 与 已 知 多 用 性 级 数 的 通 项 有 某 种 四 则 运算 关系 ， 通常 用 级 数 化 散 : 
-性 的 定义 分 析 . : 


【 例 11.7】 已 知 数列 {na,}) 收敛 ， Syn 一 ai) 也 收敛 ， 证 明 级 数 a 收敛 . 


有 二 2 


【证 】 设 >nla, 一 a,1) 的 前 n 项 和 为 S,, 则 


9 = 2(0 ~—&1) 3(as =az) 直 4(0 = Gs ) a Cn (Cama —a,) 
=《n a (Ar ar 十 "Gn #1 Ge a 


其 市 mm 为 as 的 前 元 项 和 ,于 是 区 一 (nn 十 am 一 m1 一 9,， 
x=1 
因为 > aa 一 ai) 收敛 ,不 妨 设 S, 一 S(n 一 co)， 
n= 
nna,1 收 化 ,不 妨 设 limna, 一 /. 
所 以 6 一 1 一 a 一 S， 故 >)aw 收敛 . 
n=] 


【 例 11.8】 设 a, 一 a 一 d( 定 常数 ),lima, 一 十 cp, 定 级 数 2 一 一 二 一 收 合 ; 
> 7 过】 n 了 一 


【证 】 因为 :2 5 ='d; 
所 以 {a,} 为 等 差 数 列 , 于 是 a = 三 ww 十 rm， 即 < 一 0 = 二 md. 


1 1 1 1 
= == ye 和 
wand nth "mn nd tl Cr CrFLCrH "Gdntm /Qntm 一 Cr 
Wy 5 1 1 ) 
ee 全 
md QnQd ntl "iinl Onil dnt2 "them 
& 1 1 1 
S, Sa 
7 三 EFL ARL2 "Qtm 
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【 例 11. 


【证 】 


~ 【 例 11. 
【证 】 


【 例 11. 
【证 】 


【 例 11. 


【证 了 】 


二 ( 1 1 ) 
-一 一 |. 
mad. Qld2 Cm ni dnt2 "Un 


因为 lima, = 和 十 oo， 芍 伏 lim 一 一 一 一 0; 
Wo me Qnt-lGQmte "Gntm 
1 . 
故 ”5S; 一 re 50). 


9】 设 w 天 0,0 一 1, 2 县 limav 一 < 天 0. 证 明 无 穷 级 数 


Dw, = d= 各 1 与 w=) 


n= 
| 


1 4 
Ci Un 


同时 收敛 或 同时 发 散 . 


| 
| [2 


要 可 了 
lim 了 | J 三 lim | aa | 二 a*( 因 为 lima, 二 a), 由 
nS es a 


比较 判别 法 的 极限 形式 ,可 知 Pu, 与 Do, 具有 相同 的 伍 散 性 . 


10]” 设 4 之 0,1a,) 单调 减少 趋 于 零 ,证 明 : 级 数 了 (1) WO rar 收 伊 ， 
因为 Un 0, 且 {a,} 单调 减少 ,所 以 wa， 所 Qn 也 单调 减少 ， 
又 因为 0 一 Va ee CH < lim 生 二 4 一 0， 


所 以 lim Vor “xr 二 0, 由 交错 级 数 判别 法 可 知 > (一 1 Va “a 收 化 


11】 设 {a,) 是 单调 增加 的 正 数 数列 ,是 有 界 ,证 明 级 数 > (1 一 -4 ) 收 各 


Crl 
由 题 设 {a,} 收敛, 不 妨 设 lima, 一 1， 
又 由 题 设 有 0 到 四 委 吧 和 过 和 …… 委 w 委 ar 委 …, 于 是 级 数 的 通 项 ww 有 


a a 下 :人 弘 a 0 
0 才 忆 , 三 是 型 天 = nrl eg Laa| = 
Ci | dl 


因为 S = >) (ou 一 at) =a 二 +a 3—altl(n—> co)， 
n=] 


所 以 > (Ca 一 ar) 收敛 . 


由 比较 法 可 知 , > vw 三 3 (1 二 -2 ) 收 敛 . 


sw = | ,w= | 


显然 -50 DOA 因为 友 = a ' 


1+x 


由 比较 法 可 知 ,375; 收敛 , 即 > | ”二 :dr 政策 
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题 型 V 。 函数 项 级 数 了 u(x) 求 收 伍 域 , 智 级 数 求 收 伍 域 .收敛 半径 民 


一 


【 解 题 提 示 】〗 解 题 程序 : 

 @@ 用 根 值 法 (或 比值 法 ) 求 p(x); 即 

lim YT CT py (Rlim HS = pz))s 

@ 解 不 等 式 方程 p(x) 二 1, 求 出 w,(4) 的 收 人 证 区 间 (a,b); 


回 壮 案 元 二 (或 率 三 二) 时 ,级 数 D li,(a)( 或 Du(b)) 的 化 散 性 ; 
四 写 出 六 tn) 的 收敛 域 . 


累 级 数 是 函数 项 级 数 的 特例 ,因此 其 收 化 城 仿照 函数 项 级 数 Diu,(zx) 求 ;车 已 求 出 暴 级 


数 的 收 仇 区 间 (a,6), 则 其 政 数 半径 一 “24. 
【 例 11. 13】〗 求 下 列 函 数 项 级 数 的 收敛 域 : 
(一 划 /zo—ly” ~ 2"sin"z 
> 3 (| 0D 一 汪 二 ， 


【 解 】 (1) lim VT G3 = lim 直人 |， 


nz 


当 工 二 0 时 , 原 级 数 过 了 i Ds 三 收 伍 . 
故 其 收敛 域 为 [0，, 十 cc)， 


. Ll . 村 2"S1 多 ” 
(oy hm sa | = Yi ,| 一 = 2 | sti |s 


今 2 | sinx | 过 1, 则 Rr 为 整数 ) 
当 工 一 hx 土 香 , 则 原 级 数 变 为 了 熏 绝 对 收 化 
n=1 


故 原 级 数 的 收 伍 域 为 | tr 一 他 ,Ar 十 到 | 


6 
【 例 11. 14】 求 下 列 寡 级 数 的 收敛 域 和 收敛 半径 ， 
eS J ZE 
ll a 3 
| Zn” (2) 之 ， (2n — 1) (2n) 
(3 a 182 3 五 一 2 < (x 一 3)7 
(3) 2 nln( + 27 Ta : (国之 i 
【 解 〗 (1) lim Vw,(zx) | = lim = | 
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令 ls len | 区 2 芭 z EI/ CSWE,V2), 


当 xz = V3 时 , 原 级 数 变 为 3 , 政 化 . 


一 一 V5 时 , 原 级 数 变 为 ”六 Se , 收 化 . 
下 二 名 ni 


故 收敛 域 为 [一 VZ ,W5], 收 化 半径 尺 一 二 一 一 Y2) = 他 
(0) lim Hat T = lm /ta 12 
4 | ,0 
s i 志 1 
当 -. 工 一 士 1 时 , 原 级 数 变 为 2 ey 
ET 1,1], 收 敛 半径 R= 1. 


| 


Ee 


es | 


(3) lim 


下 dl 2 
a a Ws Ra i ze 2 
当 了 二 也 时 , 原 级 数 变 为 


ST , 


1 


3m 一 2 


宁 卫 一 4 ,收敛 (满足 莱 布 尼 效 交错 级 数 收 化 条 件 )， 


全 全 ( nln(n 十 2 天 培 认 


当 z 一 一 二 时 , 原 级 数 变 为 二 立 


4 
= 十 22 十 历 ' 发 散 . 


故 该 级 数 的 收敛 域 为 { 一 瑟 ,到 |; 收敛 半 径 玉 一 二. 


/a 
0 ey Fe 


伶 <1 


当 x 一 0 时 , 原 级 数 变 为 > 一] ,收敛 ， 


| 瑟 3| 过 8 人 元 人 TOO 


当 均 二 二 时 , 原 级 数 变 为 了 二, 发表 


故 该 级 数 收 倒 域 发 [0,6) 收敛 半径 玉 = (和 
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【 解 题 提 示 】 (1) 必须 熟 记 以 下 七 个 展开 式 : 


I 


wl 二 1 十 w 十 刀 十 十 训 十 二 Pw ,( 一 1,1) 
; n=0 


ee EE 
| 1 一 系 十 站 一 三 十 % 十 《一 1)me" 十 1 


|@e = 1 二 十 部 权 十 十 让 二 十 =" 3 E00, + 00) 


nl 


n=0 


ee Ne Ne EE 
| -Be Ds Wie ce, 十 co) 


: 1 2 1 里 隐 2n 入 
Ho bn I i 十 … de a rs 


n=0 


a I nt 
| 3 + Yr 二 Dr 1 


oa LT) 
n! 


,lh D 


(Bat = 1+tot 


(2) 将 给 定 本 才 在 实 衣 处 展 忆 闪 勒 弘 雪 有 两 补 方法 ,直接 法 与 间接 法 ,一 艇 用 同 接 法 所 
: 谓 间接 法 就 是 利用 以 上 7 个 展开 式 ,通过 适当 的 变量 替换 .四 则 运算 \ 复 合 以 及 逐 项 微分 、 积 分 : 
而 将 一 个 函数 展 成 肾 级 数 的 方法 ， 


【 例 11.15】 求 下 列 孔 数 在 指 定点 处 的 泰勒 展开 式 : 
Cr = 一 


(C2) f(z) = 上 了 dz, 在 二 :机 隶 ， 
1 


X27—3 


(F(z 


a 三 区 二 2 处; 


d fe” OO—& a 
(4) f(z) i "在 zx 二 1 处 . 


【 解 】 (1) f(x) = ln(x++3)(l—zx) = ln(3+7x)++ln(l zx). 


由 公式 加 二 rh 


因为 ln(l1 一 x) 


. 一 Zz 一 好 
ljn(3 十 z) In3 十 In(1 击 条】 In3 + 2 TEA 全 
1)” nil 
所 以 7 一 一 耻 二 3 二 下 | 生 牛 可 革 11 


局 局 


(2) 因为 (2) = (| ln(1 Laz) lInCl+T zx) 1 yA 本 ee 


= = 1D 
| 


n=0 
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ee ca A 


[一 1,1]. 8 
人 ya) = 天 二 二 5 一 去 二 而 过 十 训 二 二 全 二 二 二 各 

因为 一 5 = 去 一 = 一 三 直方 一 = :9 

eT ee ls 


ne 1 eS = 本 
所 以 f(z) = 二 一 二 一 > [hn 二 -| 2 1 


(UM) 因 汉 站 二 6 4 
=e1+(z 一 D+ 剖 (z 一 1 


2 31 


i dee 
引 al 


ed = 2 i La 
£ =e 和 eR 


nl 


故 (ES )= e Tt 号 (一 1) 十 …… 十 2 一 一 tx 


| 


dz 21 
【 例 11.16】 将 下 列 函 数 展 成 究 级 数 : 


2 
CA AC = ekan 一 ,在 二 0 处 3 


4 
ee PS 上 一 1 
Qos DD 1 在 去 一 1 处 . 
1 4 十 8 1 
【 解 ] (1) f(x) = i ( 疆 友 ) = 二 = 一 
nd iF) 


n=0 


2 hr af (号 ce)dz 


= = 
区 i 1 


Se : 一 一 A 1 到 
(C2) FO 2 = 1 i 


Cl a te , jy, 


= 2 (dn 2) 


i 


2sin 立 0 十 2) 


i ee 
TR i = 2 ) 


一 2 (sin cos < 5 


= 1 1 和 去 We 铂 1 
= 2 1) 二 


La COS ln = ) 


2 2 


人) 


站 让 um 
2c0s 3 7K Da ( 有 ) Gi co 十 00). 


| 题 型 可 级 数 求 和 | 


【 解 题 提 示 】 1. 索 级 数 求 和 (重点 ) 解 题 程 序 : 
| 《1) 来 出 级 数 的 收 仇 域 (一 般 讲 :车 央 (CZ) 的 分 母 中 含有 阶乘 21， 《BT 2 Ys 网 政策 
域 为 (一 co ,十 co); 
; (2) 通过 逐 项 积分 或 微分 将 给 定 的 固 级 数 化 为 7 个 展开 式 中 的 一 种 形式 ( 波 和 画 数 /Cz) 
与 其 导数 的 关系 ), 从 而 得 出 新 级 数 的 和 函数 ; 
;， (3) 对 得 到 的 和 函数 作 相反 的 分 析 运 算 , 便 可 得 肾 级 数 的 和 函数 . 


【 例 11. 17】，” 求 下 列 震 级 数 的 和 函数 : 


【 解 】 
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二 27tl 。 1 1 
CDz+2 § sp (27 2 了 
(1) lim a » del<l = aE 
等 下 = 


令 z==1， Wt = by 人 故 收敛 域 为 [一 1,1]， 
2 nt 


令 flz)==z 十 2 i 


n= 1 


i 本 
些 出 布 于 所 让 三 天 直到 


a > Se FE 于 i 二 交工 半 于 ) gtz), 


E = S (= Qt 
其 中 ,g(xz) 2 DT 


So 站 计 ( 和 禄 > g "= L > te | 时 


= 


三 下 [本 (一 D%Czz)" Jdr = 上 pe a 


故 f(x) = (十 x*)arctanz,[ 一 1,11. 
(2) 易 求 出 该 短 级 数 的 收敛 域 为 [一 2,2). 


, Nl Ns le 
人 之 | he i 二 er Re 2 2 2 ) ja 


工 


= arctan， 
0 


2 二 1 
=- 封 ( 四 其 >) 关 = 直到 ( 计 霹 


并 
= 二 | ae 2 = 4 L, i 
De 人 | 3 一 元 Lin2 ln(2— zz) |]; 元 和 0; 


由 于 和 函数 f(x) 在 收敛 域内 的 连续 性 ,所 以 


第 十 一 章 ” ”无穷 级 数 


jn = 1 es 


I S01 2 


Iman 2 et lN @ay 


Xx 


f(0) = limf(z) = lim 
I0 "0 


故 和 函数 f(x) = , 
Di 


[ 例 11.18】 已 知 a = 二 3,6 = 5, 且 对 任何 自然 数 有 4 法 1,ma, 二 Sa = 


并 一 0 


当 | z | 一 1 时 , 宕 级 数 yauzo 收敛 ,并 求 其 和 函数 . 


、 1 2 
【 解 】 由 题 设 可 知 “a 一 (于 一 ?je 于 是 有 


CQn 
a Es ee 


当 |z | 过 1 时 ;Darr"' 绝对 收 化 , 令 f(x) = a , 则 
zl 
HRY Si 一 Qi 十 Pr" 二 4&l 寺 Dt Ly 
ni Rs 
Re a st” 1 


2 
,+ f(r) 3 


“3 一 zf (xz) 一 3 十 Sf(z) zf (x) 


a f(z) 二 


这 是 一 阶 线性 方程 , 解 之 
f(z) = C(z 十 DD” 一 记 : 犁 题 设 f(0) 二 ao 一 3, 得 CC 一 


ee +) = 也 


2. 数 项 级 数 求 和 (重点 ) 
(1 大 定义 法 : 


将 3a, 的 通 项 拆 成 a; 一 bt 一 ,在 求 前 1 项 过 程 中 , 除 首尾 项 外 ,其 余 各 项 均 消 掉 , 即 
, = ; 
ES, 一 一 机 十 bt 一 一 十 ,其 中 bh 二 bn 下 -co. : 
:| (2) 阿 贝 尔 法 (构造 固 级 数 法 ) : 

设 有 数 项 级 数 > )o, ,多 造 一 个 相应 的 紧 级 数 了 asr", 通 过 逐 项 微分 或 积分 求 出 其 和 函数 
ca， 则 Da, = = lim f(z) 


zl 


力 在 用 未 项 微分 、 积 分 求解 asz" 的 和 函数 /(zx) 的 过 程 中 , 除 靖 的 阶乘 :ml,(2n)1， 
(2n 十 D1 及 以 4 为 指数 因 的 因子 之 外 ,a, 中 其 祭 的 因子 一 定 要 消 掉 . 要 消 掉 w 中 分 子 的 因 
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第 一 篇 。 高 等 数学 


子 用 逐 项 积分 ,分 母 中 的 因子 用 逐 项 微分 
【 例 11.19】 求 下 列 数 项 级 数 的 和 : 


; 1 2 1 Zn 二 1 
re 

= 22 十 1 Sw tn 2 
(3) 2 A (2 六 - 


. 1 
WA A We a 


BS 1 1 ] 
2 L(a 十 7 一 1)(a 十 2z) (a 十 nn)(a 十 nn 十 1)J」” 


1 1 1 1 i 
= | 二 人 ee 


1 1 
tl | 


| 1 1 es i 
pla (dn nl “el 
1 1 


改 2 Gaia—i)laitn(atat+1l) 2ala+1y 
(2) 作 短 级 数 ”/(x) = 2 
5 2 - 有 pa 1 2 he 
Wp RE ma | = [ 训 吉 | [x2. 1(F) | 
= ef +rer. (F227)= (+z eT, 
故 2 
n=0 nl2” x—-] 


n=0 nl! 


= (5 2 (25 mu 2 ry = (xe) = (42 , 


n=0 


故 涪 Cn ln jim(1d 2zx:)e" =,3€. 


te zl zel 
Wr Te >) 让 
es i 
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SA nn _ 6% lB 2 Ta on 
所 以 2 ne es i EY 1 
3 
i a | 
| 7 


【 解 题 提示 】 (1) 记 住 两 种 形式 的 付 立 叶 系 数 . 
“ 1” 设 /(x) 是 以 2x 为 周期 的 函数 ,在 [一 x,x] 或 [0,2x] 上 可 积 , 则 


fz) ~ Da > 2) (ascosnr 二 bsinnz). 
nl 


ee 3 2x 
其 中 CQ = 二 | flx)cosnzdr = 二 | F(z)coszzdzr(2 = 0,1.2,.), 
TK 0 
"是 一 二 | f(x)sinnrdz = T| fC)sinnzdeCn = ,2 ). 
TJ 0 
2” 设 Jz) 是 以 27 为 周期 的 函数 , 且 在 [一 040 上 可 积 , 则 
1 S A sin 2 
f(r) ~ Fu 十 和 2 (ncos 1 2 + bsin a 
了 
其 中 六 和 = 了 | f CzJeos dz (mn S02 
tl 


= 村 | fsin azdz (n= 1,2°). 
(2) 记 住 狄 里 赫 莱 收 全 定理 . : 
。 设 函 元 了 (z) 在 [一 x;n] 上 满足 条 件 ;Df(z) 除 有 限 个 第 一 类 间断 点 外 都 是 连续 的 ;@ 只: 
:有 有 限 个 极 值 点 , 则 f(x) 的 付 立 叶 级 数 在 [一 x,n] 上 收 化 , 且 有 
; f(z) ,IT 是 f(z) 的 连续 点 


f(r 0) 十 f(z 十 0)],z 为 f(z) 的 第 一 类 间断 点 


NSES 


丰 区 (a;cosnz + bsinnz) = 
n=1 
于 [fx 十 9 十 Fr 一 0)], 一 士 浆 
其 中 f(t 二 0) = limf(z)， xz 一 0) = limf(z). 


I 


(3) 解 题 程序 :中 画 出 f(x) 的 草图 ,并 验证 是 否 满足 狄 氏 条 件 [画图 目的 :验证 狄 氏 条 件 ; 
:由 图 可 写 出 收 化 域 (车 相 邻 两 周期 f(z) 的 图 形 相连 接 , 则 收敛 域 是 闭 的 ,否则 为 开 的 ); 易 看 出 : 
奇偶 性 ,可 减少 求 系数 的 工作 量 ];@) 求 出 付 立 叶 系 数 . 注意 当 n 二 2 时 ,a, 或 bo。 没有 意义 , 则 ， 
ai val ydi 或 01sbs 要 用 定义 重新 求 ;@) 写 出 付 立 叶 级 数 ,并 注 明 它 在 何 处 收效 于 f(x). 


党 


寸 立 叶 级 数 . 
ee 展 成 付 立 叶 级 数 


.【 例 11.20】 将 f(x) = | 


ER &, 三 i f(r)cosnrdzr = 二 | Zzcosnrdz 
— nT x 


so [人 = i ee] 1 COSnn 
= 一 | 二 1 5 yy p 
zx n n: nn nn 
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= 二 一 Osnn) = A 一 (一 1)"]， 
nn nn 


当 九 一 0 时 ,a, 的 表达 式 没 有 意义 ;所 以 Qo 必须 另 求 : 


t 0 
ao 一 二 | f(r)dz = 二 | zdz 一 一 工 ， 
臣 小 -x KY x 2 


沙 


开 0 
b= 二 | 了 (CCz)sinzz2aa 训 :一 二 | xsinnz dz 
T x TJ—r 


人 二 [一 Zcosnz | Sinnz $ 7, A 
一 开 n n Eg 了 2 n 
故 /f(z) i Jeosnr + sinnr | ,x € (— ron). 
F120 7y 把 f(z) = 一 w, 一 8 兰 半 5 展 三 以 0 i 


(2) 把 f(x) = i 15 展 成 以 10 为 周期 的 付 氏 级 数 ; 
(3) 把 f(z) = 一 Z,0 委 工 迄 5 展 成 以 10 为 周期 的 正弦 级 数 . 
【 解 】 (1) 由 f(x) 可 知 其 为 奇 函 数 , 所 以 a, 二 0,(k 二 0,1,2,*…) 


5 3 
= 三 | f(x)sin xx = | (— x)sin en 
0 


——Zxcos 二 让 一 全 | COs = Wt2 » 5cosnn = (— 1)” Ey 
nn nn 
(一 5 十 0) 十 f(5 一 0) f(5) 
a | ; 
为 7 关 (5) 
\ 的 区 人 的 交 村 
所 必 天 交 天 一 去 二 二 2 5 
A = 二 加 
《2% 二 | (得 0: 一 过 和 68 dr 寺 | ds 


令 习 三 了 0 一 区 


二 二 于 | (10 一 z)sin “Lzxdz 于 | usin 2 du ="(— 10, 
545 5 Ss 5 nn 


故 10 一 +z 一 于 一 二 sin 王 rz,(5*15). 


FE a 
CS (37) = E05 吉 2 本 
把 (去 Zz,:[0,5] 作 奇 开拓 ,F(z a 
即 F(x) = 一 z, 一 5 和 声 z 志 5; 于 是 


全 “0 和 
(T= > Sin sr 5,5), 


n= 
因为 sR 2 区 二 ND 二 +f 


所 以 ”了 f(x) = 一 x 三 人 一 一 sin LO, 5 


EA 
有 
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第 十 二 章 ” 常 微分 方程 


| 题 型 TI “可 求解 的 一 阶 微分 方程 


【 解 题 提 示 】〗 一 阶 可 求解 的 方程 有 以 下 五 类 : 
(1) 可 分 离 变量 方程 :9 二 f(z)g(z) 或 MCDNiCy) dz 十 M(x)Ns(y)dy 一 0 


。 (2) 齐 次 方程 :9 一 9( 衬 ), 其 特点 为 :方程 右边 为 衬 或 三 的 函数 ,或 零 次 齐 次 函 坟 ( 即 方 
程 右边 的 分 子 、 分 母 的 各 项 是 由 zy 的 同 次 紧 所 构成 ) : 
” (3) 标准 的 一 阶 线性 方程 :y 十 p(x)y 二 q(z),“ 标 准 ” 是 指 y 前 的 系数 为 1,“ 线性 ”是 指 
yy 的 次 数 为 1; : 
: ，。 (4) 伯 努 利 方程 :yy 十 P(x)y 一 Q(z)yy(n¥ 011); 

aQ 


(5) 全 微分 方程 :PCz,y)dr 十 Q(x,y)dy 一 0, 其 中 3 一 59 
Vir 2 : 
| 。 解 题 程序 :QD 审视 给 定 的 微分 方程 类 型 ;@ 根据 不 同 的 方程 类 型 ,采用 相应 的 解 题 方案 ; 
:@ 车 解 题 过 程 中 作 过 变量 葵 换 ,最 后 一 定 要 变量 "还原 ”. 


转 1 方程 中 出 现 /(zy) ,f(z 土 ) ,7 十 交 ) sf( 之 )… 等 形式 的 项 ,一 定 要 作 相 应 的 
变量 准 换 sw 二 avz 王 四 权 主 出 


2 Pr MEHQCe yd 一 吕 先 花 为 和 一 一 全 多 的， 分析 是 否 为 分 次 变量 广 
算 或 齐 次 方程 , 若 不 是 ,再 通过 验证 5. 全 5 确定 是 否 为 全 微分 方程 ， 


3 一 阶 线 性 方程 一 了 前 的 系数 为 1. 


【 例 12.1】 求解 下 列 微分 方程 : 


dy 1 pF + 1 y 
a dz 二 十 22Yy dz 2zx Dy ye 
2 
dx “(x 
1 => du_ x 十 ] =% dw dr 区 u 一 arctanu 二 文 十 C, 故 原 
u: dz u” | 
方程 的 解 为 


yarctan(rw + $$) = CC, 
即 y= arctan(zx 十 y) 十 C. 
(2) 令 并 = 三 到 2 则 2y 下 = 一 工 从 十 w, 代 和 信 方 程 得 


du dz 字 lnsinw=lnzd- lInC+= => sinw= Cr, 
tanu 这 


故 原 方程 通 解 :sin 并 = 
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【 例 12.2】 人 解 下 列 微分 方程 : 
(1)z(lnz CO— lny)dy zdz'= 0; (WOHes)ydrti+(y—z)dy = 0; 


We 2 | 
(3)y ee 


【 解 】 (1) 原 方程 变 为 zmydy 一 ydz 一 0 


a 

2 CV 

dz 并 在 

并 jn 一 ln 二 
以 

令 y= 二 ur,y, 二 十 xu“ 代入 方程 ,得 

re / ch 7 
i i lnu u(l+ lnu) 这 
3 — (1—1F jd = > ”一 [Linx 一 ln(1 十 lnx)] = lnz+ lnC 


和 = 1 


co dy 
dz 天 二 人 | y 
Ey 2 , 原 方程 变 为 十 > 匠 
dy dy dy 于 了 


全 du 趟 空 一 0 er (0) ls 


过 y(x 十 ex) = C, 变 量 还 原 , 得 ye? 十 + = 二 CC. 


一 无 十 237 一 5 一 0 z=—1 
方 = 
解 程 组 |， eg yh 


i eg 


C3 


— 


= du 和 
人 2 
du | 2 dz 
ean 2—x 二 六 = 
et 1 _ dz 1 贿 
( de &(1L 十 z) Ce 


= ww—¥= 必 ys ys 
变量 还 原 , 得 zxz 一 y 十 3 二 C(y 二 2)(z 症 y 一 1). 
【 例 12.3】 解 下 列 微分 方程 : 


(DD(I+z)y —ny = (z+ I!rsin(z); (C27y = 


WE 3 
玉 寸 2zxy 一 工 


(3)(z— siny)dy+ tanydz = 0,y 一 0. 


工 一 1 
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第 十 三 章 = 常 微分 方程 


【 解 】 (1) 化 为 标准 化 方程 :7 一 二 了 一 《z 十 1)"wsin(z?)， Cw) 
DY 之 未 >» 2 i 字 “Iny = nln(z 二 + 1) 二 FlnC 


> y= C(xz+1)" 
回 令 y= 二 C(x)(z 十 1)" 为 方程 ( x,) 的 解 ,将 其 代 人 并 整理 ,得 
Cz)(zt+1)" = (z+1l) "rsin(r) 之 C(x) = rsin(x’) 


之 G(T) 一 一 地 cos(z) 站 人 


故 原 方程 的 通 解 y= (一 译 cos | x 1C)(z 寺 1" 
(2) 将 工 看 作 y 的 函数 ,于 是 


2 i i 
把 = ee 2 lz 十 1 一 一 一 阶 线性 方程 (( * )). 
dz _ 2y—1 [和 = 地 
© dy ey (> 产科 


2 Inz = 2lny 十 方 十 InC 二 


@ 令 z=Cy)yey 为 ((x)) 的 解 ,将 其 代入 并 整理 ， 


A rE 


I= 


和 > GCG(y) = 3 asEE 过 Jaza(= 3)+C= e+6, 


故 原 方程 的 通 解 z = (e* 十 C)ytey = y 十 Cyes, 
dy siny 


a Sa 恒 AS 
(C3) siny)dy 十- 了 0 3S dr 


d(siny) ,| siny 2 把 = 看 作 siny 的 函数 得 


dz siny 一 
dz -Say 生息 及 | 性 刚 : 
dl(siny) siny ” TW Ts 
作 二 1 一 上 x 一 二 阶 线性 方程 ， Cx *) 
u u 
© A lnz =— lnu+lnC 一 下 
du u xX u u 
@ 令 z= 二 C(o) 为 方程 (x x ) 的 解 ;将 其 代入 并 整理 得 


3C'(W =1 0 Co) = Fw t+, 


方程 ( x x ) 的 通 解 为 x = (去 +C)i 


故 原 方程 的 解 。z 一 ( 喜 sin?y 十 C)- 汪 - 
将 初始 条 件 :>| “一 至 代入 ,得 EC= 卫 ， 
17] 


] 


所 求 特 解 :x = ( 立 sinzy 十 总 ) 


siny 
【 解 12.4】 解 下 列 微分 方程 : 
I hf 
(1)(2zy’ — y)dzx+ zdy = 0; (2)cosy = Tsiny=e sin2 y. 
【 解 】 (1) 昏 = 上 y 一 2y” 一 一 伯 努 利 方程 
dx 下 2 
Co 这 ed 
外 ydr x . PR EE 元 7 i 
令 y 一 z, 则 方程 变 为 2。 = 一 二 = 十 2， Cx) 
OO 些 == 亚 > lnz = 一 lnz 二 lnc 之 和 
之 By 4 oe 
@ 令 == 二 CCz) 为 (x ) 的 解 ,将 其 代入 并 整理 ,得 


TC’(z) 2 Cy) = 


故 原 方程 的 解 y= (zx 十 C) 二. 


(2) 原 方程 之 SS = 二 siny = 全 sin2 yy 
邻 z 二 siny; 则 伴 一 二 = ez? 
一 误 伟 一 7 = 一 下 (<2) 一 i 译 诛 
令 x7! 一 ww 则 方程 变 为 。 他 十 二 x 一 一人 (x #) 
中 Sn = Hd le i + iaC 之 二 七 ， 

dz x u x 沁 

@。 令 = 全 型 为 (x *) 的 解 ,代入 并 整理 ;得 
二 二 一 下 ”二 


方程 ( * * ) 的 通 解 :u 一 二 [G 一 ze 十 C]， 


故 原 方 程 的 通 解 (siny)” = 二 [41 一 ze 十 C]. 
【 例 12. 5】 求解 下 列 微分 方程 : 
(D(z 十 22e )dz+ (3y =r’e ”dy 05 
(2)(zy+ V1l—zxy )dr+i+zrdy=0; 


(3)(1= dy = 0. 


了 下 
+ 让 


172 


第 十 二 章 常 微分 方程 


: “【 解 题 提 示 】 全 微分 方程 的 解法 有 三 种 :Q@ 原 函 数 法 ;@ 曲线 积分 法 ;@) 分 项 组 合法 . 分: 
项 组 合法 即 先 把 方程 中 那些 本 身 已 构成 全 微分 的 项 分 出 ,再 将 剩余 的 项 次 成 全 微分 ,是 非常 重 
要 的 方法 ,不 仅 可 以 求解 爸 微 分 方程 ,而 且 还 可 以 从 中 发 现 非 全 微分 方程 的 解 题 契 机 . 要 各 纹 
Pe lt ee ; 


zdy 二 + ydz = d(xy) zxdzr 二 ydy = 于 dz | 


i 三 d (arctan zdy — ydx ee 一 d() 


zy 


e 


FER] (1) PCGz53) = 37 + 2re ?QEy) 三 3y CC—¥eY, 


Ne ap _ aQ 
a 于 2xe 2 :所 以 5 i 

可 知 ”该 方程 为 全 微分 方程 ， ht 

Gr = d+ dy = Pr, d+ Q(zry) dy 

3 名 Se ep,, =x 二 ze 十 gly 六 待 求 ) ， 


将 求 得 的 的 表达 式 两 边 对 y 求 偏 导 ,得 

— ie7+to (y= QL) = re SS yy)=3y SS gy, 
故 ”微分 方程 的 通 解 为 zi 十 Xx*e* 二 y= 二 CC. 

用 分 项 组 合法 解 : 显然 方程 中 的 3zx*dz,3y:dy 是 已 构成 全 微分 的 项 , 而 
2ze>ydz 一 zzeydy 可 凑 成 d(x*e?*). 故 原 方程 可 写成 
da)+Fd(y)+dye’)=0 = rd ta = 


Co Pr Zyl aNLy) = Es 


Ca 


可 知 方程 不 是 全 微分 方程 ,用 分 项 组 合法 求解 . 


de dy dx d(xy) ok ea 
方程 变形 为 过 十 宇 一 0 过 二 全 =0 
V1— (ry 类 V1— yy 亚 


他 arcsin(xy) 十 lnz=C. 


Pa 一 二 To x FF 


.ek 人 
2 3 = 0 时 ,3 三 名 


az 


By 7 dr CE 人 i 
故 可 用 所 介绍 的 三 种 方法 求解 . 本 题 用 曲线 积分 法 做 . 


《zy) 


i = | 43y dr hr rd 


电 总 本 
a +- 


Nv 
= — Arcan 一 
» 


eo 
EC， 
0 2 


173 


故 该 方程 的 通 解 为 : 工 一 arctan 洒 = 
题 型 “可 降 阶 的 高 阶 微分 方程 的 解法 | 


【 解 题 提 示 】 只 有 以 下 三 种 类 型 . 

(Wy = 

解法 :积分 元 次 即 可 得 ,注意 每 积分 一 次 要 加 一 个 常数 . 

(2) 不 显 含 y 的 二 阶 这 蕉 ”二 ZI3)、 

解法 : 令 y 一 力 , 则 多 一 如, 原 方程 他 久 二 /(x,p), 再 求解. 
《3 不 显 伟 工 的 三 | 


解法 ， 本 二 p, 将 y 当 做 自 变量 ; 则 六 < 二 = 至: :号 一 2 多 原 方才 >/ 各 = 7 
再 求解 . 


【 例 12. 6】 求解 下 列 微 分 方程 : 
(722 三 (722 村 2xy 3 (2 一 〈(y7)2 + (y 0; 
(Wy —y = ylny. 

【 解 】 (1) 这 是 不 显 含 y 的 方程 . 令 yy = 二; 则 六 二 性 


于 是 ” 原 方 程 二 zp = 成 十 2zp 六 出 三 Zp 十 敲 一 一 伯 努 利 方程 
,se Tl 和 
党 pi? Fe a i dz er 二 a “; 
则 变 为 “ 竺 = 一 全 = 一 点: ® 
部 多 , Ee 
四 生 2 En 
dz x a 


四 今 = -2 为 方程 @ 的 解 ,将 其 代入 并 整理 ,得 


S00 = CD 2 -的 三 起 村 语 


故 方程 因 , 即 伯 努 利 方程 的 通 解 p-! 一 去 一 二 全 
dy po a GE! 


即 = 一 = 三 一 《人 x 
= En 


总 y —— (rr Cn lz 一 Ci 5 
a 
(2) 这 是 不 显 含 z 的 方程 , 令 y 三 力 ' 则 y a 


于 是 ，! 原 方程 沪 yp 外 Pp 二 0 之 p(y-p+p)=0 


二 jp 二 0 或 
由 p= 三 0 之 
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入 =- Es 
站 


ss Ciy 1 Gry 积分 村 沁 
有 > Cry dy cdr .> yiny = z+ C: 


(3) 这 是 不 显 含 x 的 方程 , 车 按 常规 作法 将 比较 繁 . 原 方程 = 站 S 


二 > 


ny 一 ( 立 y y 二 lny,; 即 (ny) = Iny, 令 lny= 二 z,; 则 二 xz, 这 是 二 阶 常 系数 线 


性 齐 次 方程 . 
其 特征 方程 :一 赔 ,1 == 土 1, 则 其 通 解 为 z = Ce” 十 Cie 
故 原 方程 通 解 为 Iny = Cier 十 Cxe ™; 


| 题 型 下 高 阶 常 系数 线性 微分 方程 的 解法 


【 解 题 提 示 】 1. 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 : 

Tary 二 asy = 0; oO 

其 特征 方程 ” 姑 十 aiX 十 as = 0. @: 

1” 车 1,ho 为 相 异 的 特征 根 , 则 方程 @ 的 通 解 ”y 二 Clear 十 Cer; 

2” 若 如 二 2 二, 则 方程 @ 的 通 解 y= 二 (Ci 十 Cex)e”; 

3” 若 X4 二 a 士 ByasB 为 实数 , 则 方程 @ 的 通 解 y= 二 e” (CicosBxz 十 CsinBr). 

2. 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 

Yay tay = fx). @: 
: 。 非 齐 次 方程 @ 的 通 解 二 @) 对 应 的 齐 次 方程 @ 的 通 解 十 y* (x) ,其 中 y (zx) 为 国 的 一 
个 特 解 ， 其 求解 有 :1" 待定 系数 法 ;2" 拉 普 拉 斯 变换 法 ;3” 微分 算 子 法 . 下 面 介绍 最 快速 简便 的 
微分 年 于 法 ， : 


引入 微分 生子 过 一 a 2 — Dy = D:, 则 4 学 二 A 
FD oo ey. @ 
DD Dy Ff) : 
去 历 的 重要 性 质 : 
同人 

FD) Fy 
Ee 村 la 1 
当 下 (RE) 0 Te TH i -EY (k) Se 

2 Er 上 Ar Sal 2 才 械 

o . .3 1 ; eed 2 
分 FD in Fe nysinar» PF 42 天 0， 
Fj oer E> Reyesars F(a’) = 


3 Sl es 有 


F(D) FC(D+R) 
4° FC 十 DZ 和 十 和 … 6 = DI (bre ome | 二 


其 中 QCD) 为 1 除 以 FCD) 粮 升 暴 排 列 所 得 商 式 , 其 了 的 最 高 次 数 为 右边 多 项 式 的 最 高 次 数 p. 
十 除 以 了 (D) 的 运算 如 下 : : 
: Te Ge 


my oa 


araprp) 1 | 1 Qi 
1+2D + 其 中 Q(D) 二 二 三 二 D 十 *… 
2 > Us dz 


二 表示 微分 , 广 表示 积分 


2 sib = Su — . 1 万 sinaz = 
Dt P&B {RD nhl 
L Ft Pa 1 1 i ds 
rT i er 一 i 


WE 

由 此 并 Djsinar,FCDJeosar 便 可 运算 了 ， ,例如 
1 2 1 rs el 1 

i 


ne 
二 二 5 Sin2z Re a5Sin2x 司 (2D+ 5)sin2x 


【 例 12.7】 求 下 列 方程 的 特 解 : 


(Dy 2 3y = es (DY —2y y= ee; 
(3)y 4y 十 5y = sin2z; (4)Yy + 4y = cos2z. 
© Ss == 1 27 = 1 2 
【 解 〗】 (1) 由 FC 的 性 质 1 ,有 y Dr oD se Se: 


(2) 由 Fj 的 性 质 1 的 特殊 情况 有 


y” I 
刀 —2D++1 2 2 2 2 
(3) y” = = sin2x 一 lL sin2z 三 二 = 89 
刀 十 4D 二 5 (— 2) 二 4B515 4D 十 1 


Ee dll 4D lp le Un 
CADT I aD sr 16 柬 二 Tsin2z 一 (4 1)sin2z 
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一 一 了 工 (8ii82z = Sin2% 


65 
(4)y” = 二 | Li, 1 ina 
寺 写 2D 2 万 4 
【 例 12.8】〗 求 下 列 方程 的 特 解 : 
(1) 光 一 3y 十 2y 一 re; (2)y —2y 十 3y 三 好 一 过 十 2; 
(3) 光 一 y 十 3y 一 essinz; (4d)Y = 3y 一 过 十 3. 
【 解 了 (1) 由 5; 的 性 质 3", 有 
y” 二 E er = er 4 i L 大 
1 = De DE = DF 四 D 
Se 2 1 2 1 二 Sz Re wi 
a 人 二 和 矶 矶 二 让 二 汪汪 交 训 烛 直 二 直 二 二 双 有 
3 2 ‘ls = Mm Ca 27 
一 汐 ( z)= p(T 2)e 
"a 1 "Wa yl 7 人 和 Fh 
i hs, (二 nt a 
Sl 区 了 
一 三 (并 工 十 2) 十 可 (2 27 3 tT ort: 
(3) yy ”三 Oe Sing 三 ,ex 让 将 时 一 
天 三 DB BT DD SD I D3 
I sin 一 D—2 a sinzx 
一 六 韦 D a (D+ 2)D— 2) D:—4 
一 一 计 (D 一 2)sinz 一 一 于 (cosz 一 2sinz)， 
Pe So 0 RE 
GAR - 5 ( 运 十 : 三 5 D3‘*+3) 二 方 ( 3 Feta 
se 本 对 10 
= ( i 言 )(z+3) = (5z 区 中 十 可 3). 


【 例 12.9】 设 二 阶 常 系数 线性 方程 十 ay 十 By = Ye” 一 6 十 (1 十 z)er， 


【 解 】 


试 确定 常数 a,B,y, 并 求 该 方程 的 通 解 . 

将 y == e” 十 (1 十 zx)e” 代入 方程 ,得 

(4 十 2 十 B)e55 十 (3 二 2 十 pe 十 (1 十 < 十 ze 二 yer， 
比较 两 边 同 次 项 的 系数 有 

4 十 2a 十 8 二 0 
| 和 解 之 ;得 la = 一 33B 击 2,Y 二 一 1 

1 十 < 十 8 一 
故 原 方程 为 “3 一 3y 十 2y 三 一 er 
A 0 = 
对 应 齐 次 方程 通 解 为 Y(x) 二 Cle’ 十 C,e”， 


故 原 方程 的 通 解 为 y= 二 Cie' 十 Cse” 十 (1 十 DD)@ 十 @5 二 on 一 Cie 十 xe”. 


【 例 12.10】 设 yi 一 ;ys 二 十 e” ,ys 二 zx(1 十 e*) 是 三 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 的 特 


yA 


【 解 】 


【 解 】 


【 例 12. 


【 解 】 
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解 , 求 该 微 方程 的 通 解 及 该 方程 ， 


设 所 求 的 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 为 


光 十 ai 兴 十 azy = f(r), (0) 
对 应 的 齐 次 方程 为 ”y 十 aiy 十 azsy = 0. © 
由 非 齐 次 与 齐 次 方程 解 的 关系 ,可 知 y, 一 yi 二 e* ,ys 一 和 二 Xe” 是 方程 @ 的 解 . 


27 
流 人 二 工 关 (常数 )， 


故 方程 @ 的 通 解 为 Y(x) = Clie: 十 Core 二 (Ci 二 Cyx)e”, 

由 非 齐 次 方程 解 的 结构 定理 ,其 通 解 为 y == (Ci 十 Csx)e” 十 工 . 

再 求 方程 @. 

由 齐 次 方程 @ 通 解 的 形式 可 知 4 二 2 为 特征 方程 十 a14 十 as = 0 的 重 根 ,由 根 与 
系数 的 关系 可 得 ，w = 一 4,a; 三 4, 于 是 方程 DY 一 4y 十 4y = f(zx). @ 
因为 ”yi 二 为 其 解 ,所 以 (xz) 一 4(x)' 十 4t 夺 f(z) 寺 f(z) = 4(z 一 1). 


故 所 求 方程 为 y 一 4y 十 4y = 4(x 一 1).. 
【 例 12. 


11】 设 交 站 2x0 二 wy 二 0.3(0) 一 ay(0) 三 右 求 | y(z)dzx( 其 中 a,b,m,n 


均 为 常数 ,m 过 并 之 0)， 
特征 方程 为 入 十 270 十 娠 一 0 之 Ai.2 一 一 双 士 Vm 一 nn ， 
原 方程 通 解 为 yy 三 Ce 十 Czesx ,由 初始 条 件 , 有 
Gi 二 /Gai dh A Cu A = 


二 cx + 
故 | y(z)dz = 人 


于 ~ 和 CGI 
人 工 2 工 = < 

0 Nene Te Dds > 二 到 ) 

=— [0 ae OD A 
TAA2 


a i ma 
n n 
12]” 设 有 级 数 2 十 > 7 光一， 8 
(1) 求 此 级 数 的 收敛 域 ; (2) 证 明 此 级 数 满足 方程 Y 一 y 一 一 1; 
(3) 求 此 级 数 的 和 函数 . 


|6 rr(z) | | 
(DD 因为 limy | Co | 二 Ji [2 十 1]! 


所 以 收敛 域 为 (一 ce ,十 ce). 


Rr | (2n)1 下 二 x 
Wy a ep (2s an | 1) 


一 0， 


2 一 1 


(2) 令 CD 一 2 守则 yt = 2 ta i 


;id — ee La a Ee ;人 

> > ni- 1 Ti ei 
Em 2n 

因为 一 (人 + i 

所 以 该 级 数 满足 方程 . 


(3) 由 级 数 的 和 函数 yx);y (xz) 可 知 y(0) 二 2,y (0) = 0; 故 可 知 满足 y(0))== 2， 
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y (0) = 二 0 的 方程 y 一 y 三 一 1 的 特 解 , 即 为 级 数 的 和 函数 . 
由 入 1 二 0 污 a 十 Caie™， 
3 EM | 
非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 “>y ”一 7 DD mr ly 
故 非 齐 次 方程 的 通 解 y= 二 Cie@” 十 Cae “十 1. 
1 


权 类 六 0 二 -2530) 三 0 可 确 征 出 Of 二 "二 Ei 


= (+e) tl 


Es 欧 拉 方 程 的 解法 | 


: 【 解 题 提示 】〗 欧 拉 方程 :zy 中 十 qx ty 了 十 十 a 1xy 十 Qsy 二 f(x) J 
了 本 的 信和 和 于 与 之 相 玖 自家 量 的 方才 
解法 程序 :GD 作 变 量 替 换 = 人 , 则 上 三 lnz， 
把 y 看 作 1 的 函数 , 则 


EE A 
Xy 二 Dy,， a 
Nr a ee 0 
XYy dr DED 1D Ys 


wy END CD 
于 是 欧 拉 方程 化 为 P,(D)y = f(e'); l 
加 求 常 系数 方程 P;(D)y 二 fl(e') 的 解 y= 二 y(2); 
NN OE yn 
【 例 12. 13】 求解 下 列 欧 拉 方 程 : 
(1)z2z 光 一 32y 3y = 7; (2)z°Y — 6xy —8y = xin 

【 解 】 (1) 令 z= e, 则 t= lnz, 于 是 原 方程 志 

ED(D— 1)—3B+3y = ,MmD — 4D yas, 

特征 方程 为 一 44 十 3 二 A 一 了 (4 一 33=0 节 二 /1 ,hs = 二 3， 


1 3t =1 1 es 3 二 We 


> Da 7 = 2 
故 原 方 程 的 通 解 ”yy = 二 Cie: 十 Cazes 十 部 te 二 -Cyz 十 Cox 十 Fx lnz. 


(2) 邻 记 二 @, 则 ZZ 二 liz, 于 是 原 方 程 沪 
[DCD 一 1) 一 6D 8]y = 下 95 即 (2 二 7 万 二 8)y = te', 


特征 方程 为 xX 一 74 一 8 二 QDA—2=0 SS 用 = 三 一 1 一 8， 
和 1 A. . 1 We 1 
六 


= 和 Dj 全) 


故 原 方程 通 解 为 = Ge 十 Ce 十 十 ( 关 一 相 


一 
< 
Ke) 


= 至 十 C 赤 十 二 ( 癌 达 
应 


Inz ]z: 


OT i ps 
【 解 题 提示 】 1) 刘 次 方程 组 | RA 0 ©@: 


X22Tr tt a2 x 


解 题 程序 : 
(DS Yet 2 下 0 


和 入 微分 算 子 也 = 王 二 , 则 (1) 之 @: 
引 驻 dt | 和 ee = 各 | 


到 D—iai a 
2” 令 A(D) = , 则 ey ob 满足， 


= 也 一 32 


CO, = AD = 0 
求解 ACD)zi 二 0( 或 A(D)zs = 0); 
:3 将 解 出 的 (2) (或 zz(1)) 代入 方程 组 中 的 第 一 个 方程， 求 出 za(1)( 或 第 二 个 方程 
求 出 zi(D) 即 得 方程 组 的 通 解 


| 


@@ 求 出 其 中 一 个 解 ,再 求 另 一 个 解 时 , 宣 用 代数 法 ,不 要 用 积分 法 ， 这 可 避免 趟 理 丙 次 各 
分 后 出 现 的 任意 常数 间 的 关系 . : 
we lk 1 Qt 十 wii 十 oO / 

(2) 非 赤 交 方 和 组 的 法 | 一 ® 


方程 组 回 的 通 解 一 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 十 非 齐 次 方程 组 轩 的 一 个 特 解 
【 例 12. 14〗 求解 下 列 微分 方程 组 : 
Xz OO 


| 2 
ty | 四 rr 


oy| 2 
y 二 3x 十 4y 二 ee 


y a 
【 解 】 《1) 引入 算 子 全 一 DD, 于 是 方程 组 变 为 


CD Iw y= 0 DY = 
me “和 二 Sn 
(D 一 2)?z 二 05 其 特征 方程 0 一 2)* = 0 = XA 二 和 2， 
于 是 ”二 == (Gi 十 ,Cot)e” ,将 其 代 人 第 二 个 方程 ;得 

y=—Dz+z== DLC.e’+ Cte |] (C+ CDer 
= 2Cie@ Ce*— 2C2te* 站 Ce CYer 
=— (Ci 二 C2)e Gte'ss— [Gi(t4iD) 十 Co Je’s, 
= 《Cri@,t)e” 
二 [G1(t 汕 二 二 Code 


(2) 引入 算 子 和 三 -D. 于 是 方程 组 变 为 


(D+1)z+2y = 2e 
=—3xz+《{D=4)5:= 


A(D) = | [= paw’ 


放 方 程 组 的 通 解 |” 


,; 用 克 莱 姆 法 则 解 之 ， 
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2e- 多 

-De 四 
Ee 2 万 : 一 3 让 十 2” 
—3 卫 一 4 


@ 前 特征 方程 为 二 34 站 2=0 之 h = 二 lh 三 -2 


从 we 1 Rt 
@ 的 一 个 特 解 ” x or 


故 方程 色 的 通 解 :x 二 Cie 十 Ce 一 2e 
将 其 代入 方程 组 的 第 一 个 方程 ,得 


We —z—z') a: > (2 rp 


He 


” Ss 
= "Qe pC 


工 一 Ce 十 Ce2 一 2er 


小 广角 为， Ce Ge -er 


| 题 型 可 ”微分 方程 在 几何 和 力学 中 的 应 用 | 


【 解 题 提示 】 1. 微分 方程 在 几何 中 的 应 用 . 
解 题 程序 :根据 题 设 画 出 草图 ;@ 利 用 图 形 特 点 及 相关 的 一 些 概念 及 公式 列 方程 ; 名 
方程 相关 的 概念 及 公式 列举 如 下 . 

在 直角 坐标 系 下 : 


过 (zx,y) 的 切线 方程 :Y 一 y 一 科 (X 一 zz); 


过 (zx,y) 的 法 线 方程 :Y 一 y = P= 5 


六 疾 闪 7 三 = /i 二 (至 ) re ) ay; 


面积 微分 :dA 二 ydz 或 zdy; 
在 极 坐 标 系 下 : 弧 微 分 : dl 二 Vp (90) 十 p (9)d0; 
面积 微分 :dA 一 六 pedgi 


一 个 重要 关系 :tang 一 于 (其中 表示 要 径 与 点 (p，0) 处 切线 闻 的 夹 角 )， 


Kg 12715]” 过 J 押 线 ,全 其 上 各 避 榴 向 儿 与 切 引 何 的 闪 角 委 于 世 
线 斜 角 的 二 
【 解 】 按 题 意 画 一 草图 (图 12. 1). 由 题 设 有 


-at 到 
9 6 x 
由 公式 tanp 一 pe ,于是 图 12.1 


积分 
tan 0 90 > de < >lnp = 2lnsin 地 + lnC 


p 
3 ? tan 隐 
ed dee 
字 p= Csin Cl cos0). 


【 例 12.16】 设 曲 线 y= 二 f(x) 为 连接 AQ,0)、B(0,1) 两 点 的 曲线 ,位 于 纺 AB 的 上 方 ， 
P(Czyy) 为 其 土 任 一 点 * 弦 BP 与 该 曲线 围 成 的 面积 为 x? , 求 该 曲线 . 
【 解 】 由 题 意 及 图 形 可 看 出 ,图 12.2 中 阴影 部 分 的 面积 等 于 曲 边 梯形 BPCO 的 面积 减 去 
直 边 梯形 BPCO 的 面积 , 即 


| rpaz 一 去 zl T+f(r)]= x B(O.1) 


两 边 求 导 


es 3[1 i zf (x) de P(xy) 


一 > f(x) — fz) = 一 6z 一 一， CDO 7 


这 是 一 阶 线性 方程 , 解 之 f(x) 二 一 67z* 十 Czrdt1. 
因为 曲线 y= 二 f(x) 过 A(1,0) 点 , 即 4Q) = 0, 代 入 上 式 ， 
得 已 二 TT 
所 以 所 求 曲线 为 y = f(x) = 一 6x 七 5t 十 芳 EE 
【 例 217】 -已 知 曲线 y 二 f(z) (x > 0) 是 微分 方程 2y 十 y 二 yy 二 (4 一 6z)e ”的 一 条 积 
分 曲线 ,此 曲线 通过 原点 且 在 原点 处 的 切线 斜率 为 0. 


试 求 :(1) 曲线 y = f(x) 到 工 轴 的 最 大 距离 ;(2) 计算 | 了 (3a 


图 12.2 


【 解 】 微分 方程 的 特征 方程 为 ”22 + 一 1= 0 二 二 一 1,4s 二 起， 


设 非 齐 次 方程 的 特 解 为 y”(z)， 


1 如 二 1 
| 和 一 一 aa 过 
则 yy 3(8) De De 1 Be 和 rE RD Gy 
一 - ds 1 < 一 e 工 1 bh2 = 
: D aD—34 Be S | 3 9 )e > 
ET 村 3 一- ee 
e (第 二 了 ) 4 6xz) (z 9 js 


故 微分 方程 的 通 解 。y 一 Cie 士 Ceet 十 (到 一 号)e- 


将 初始 条 件 - y 0 te 

故 曲线 为 y= zx*e™. 

QD y= Fr) = re” — we fC) 二 0 之 驻 点 z=2， 
f(z)=2e*—2re”—2zre +rie ,f(t(2) 三 一 282 < 0, 


二 4e” 一 一 曲线 到 x 轴 的 最 大 距离 . 


z=2 


w=0 


=0 代 人 通 解 中 ,得 Cy 二 0,C = 可 ， 


训 mf(X) = Te 


(2) | es | | 二 | “aze zd 


182 


第 十 三 章 “ 常 微分 方程 


-ex ip cx 
一 | 2zeEedz = 2re | +| 2 dr = 
ov 0 0 


【 例 12. 18〗 设 有 曲线 通过 原点 , 且 其 上 任 一 点 MGz,y) 的 切线 MT(T 为 切线 与 x 轴 的 交 
点 ) 与 直线 MP(P 为 M 在 z+ 轴 上 的 垂直 投影 )、zt 轴 所 围 图 形 的 面积 与 曲 边 三 


角形 OMP 的 面积 之 比 等 于 常数 k( 去 )( 见 图 12.3), 求 此 曲线 . 

【 解 】 曲线 在 M 点 处 的 切线 方程 为 了 一 > 一 y(X 一 z)， 
令 Y 一 0, 得 丁点 的 横 坐 标 X 二 一 了， 

,MP = ysPT 二 二 广元 


圭 属 区 
7 


AMPT 的 面积 S 二 一 了 


' 曲 边 三 角形 .OQMP 的 面积 为 | yar; 


由 题 设 “ 直 罗 一 和 yz)dz, 两 边 对 z 求 导 , 并 整 现 得 
13y 于 (1 一 k)y* 一 一 不 显 含 工 的 二 阶 方程 ， 
令 y = 一 pe 代入 方程 ,得 


lp = De a 
dy dy 


0 = y =iGyy| 二 0 二 y 王 0， 


= 人 0 


Woy ed 
一 > 页 三 yy 20C1—k) , 即 人 > Wi 大) 


ss | AN 


得 Cs = 二 0, 均 y*! = Cz， 
故 ”所 求 曲 线 为 y*'! = Cxz. 
9 En 
解 题 程序 :0 建立 坐标 系 , 对 所 研究 物体 进行 受 力 分 析 ; 2 R= ma 到 


方程 ;@) 解 方程 


【 例 12.19】 一 跳伞 运动 员 在 上 = 0 的 时 刻 , 从 高 hh 的 地 方 降落 , 设 降 落 过 程 中 所 受阻 力 与 
下 沙 速度 成 正比 , 求 下 落 速度 . 
【 解 〗 设 运动 员 的 质量 为 m, 下 落 速度 为 v, 加 速度 为 a, 于 是 ,由 牛顿 第 二 定律 有 


Fa» = ma = m ,Fn = Fr 二 FR， 
由 题 设 ”Fn 与 下 洲 速 度 v 成 正比 ,又 因 它 们 方向 相反 ,所 以 Fn; 一 一 如 (之 0 党 


数 )， 
Fr 一 mg ,于 是 Fa 为 一 mg 一 心 ,于 是 
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对 方程 积分 ,得 ”In(v 一 全 g 一 一 和 Ele 


天 


> "一 肛 十 Ce ,将 初 值 v(0) = 0 代入 ,得 C= 一 了 ， 


故 vw 二 = em 


【 例 12.20】 水 平 放置 的 弹簧 左 端 固 定 , 右 端 与 一 个 质量 为 m 的 物体 相连 (如 图 12.4 所 
示 ) ,用 力 将 物体 从 平衡 位 置 O 向 右 拉 , 使 弹簧 伸 长 <, 然 后 放 开 ,由 于 弹簧 恢 
复 力 的 作用 (恢复 系数 为 e) ,物体 便 左右 振动 , 设 摩擦 力 很 小 可 忽略 , 求 物体 
的 运动 规律 . 
【 解 】 取 平 衡 位 置 0 为 坐标 原点 ,向 右 的 方向 盘 为 z 轴 的 正 向 . 设 t 时 刻 物 体 的 位 置 为 坐标 
工 ,; 则 在 tt 时 刻 物体 所 受到 的 力 为 弹簧 恢复 力 = 一 kz. 


由 牛顿 第 二 定律 有 
d’z d:zxz 
— =— kx er dt 
P dz 区 m™ D 本 
区 = 一 入 = Ww = Es 
人 图 12. 4 
dz 一- dz -一 
dt t=0 dt t=0 


特征 方程 为 x 一 一 生 一 4 = 士 丰 i, 于 是 方程 的 通 解 
es Cicos \/ 和 二 Cisin /4 代入 初始 条 件 ,得 CG == a = 


故 ”物体 的 运动 规律 为 z= acoss /Er. 
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第 二 篇 ”线性 代数 


第 一 章 《行列 式 


记号 : 

(1) 本 章 中 的 4,B,C,… 表示 方 阵 ; | 4 ,| 号 |， | C |,… 表示 与 之 对 应 的 行列 式 . 
(2)47( 或 4 ) 为 4 的 转 置 ;4 为 4 的 逆 和 矩阵 . 

(3)As 为 4 或 | 4 1 中 元 素 的 代数 余子 式 ;4 ”为 4 的 伴随 矩阵 

Au Asi es A 

Ai Ai Se A 


A“* = 
A 人 sy A 
重要 公式 : 
Cy TAT Cll a [El 
CA Ra Ee RA (5) | 4B |==| A || B| (4,B 为 同 阶 方 阵 ); 
A A .DO O A 
(6) =|A|1|B|; =|A1|B|; =(—1)™|A||lB|; 
DO B * “BB B O 
(msn 分别 为 4,B 的 阶 ) 
(7) 行列 式 | 4 | 的 展开 
| 4-|， 二 
aiAMAii + awd tanA, = 4 
0， YE 
1 冯 Is i 二)， 
auiAy; TazAz; 十 … 十 caAv == 
03 二. 寺前 
(8) 范 德 蒙 行列 式 
1 1 L . 
Ql Qa» C3 Qn 
Qi Q2 Q3 C 十 二 《zj 一 ai). 
l<i<i< 
a ar! Cg 1 “本 al 


题 型 TI ”确定 用 行列 式 表 示 的 多 项 式 f(z) 中 ,关于 的 最 高 
次 数 及 工 的 各 次 虹 前 的 系数 


【 例 1.1】 填空 题 . 


第 二 篇 ”线性 代数 


&iil 十 元 a 和 十 01 十 区 Qu 古文 
Qa 二 x Qiz 十 五 &23 十 过 aai 十 区 
(1) 项 式 / (x) 二 ; 则 f(z) 的 最 高 
已 知 儿 项 家 人 十 2a 十 工 


tb Qs2 中 Qa3 十 去 人 34 不 迹 


次 数 为 
和 LSTN 
(2) 设 f(x) 一 | ”1|, 则 zt 的 系数 为 ,za 的 系数 
Be Sp ed 
1 1 苇 丈 
DH 
vt 济 
1 2 2 7 
(3) 设 f(x) = Be 3 el 8 ; 则 f(z) 的 最 高 次 次 数 为 
#4 十 1 8 1 4 工 十 4 
,其 系数 为 


【 解 】 (1) (一 1) X 第 1 行 ,然后 分 别 加 到 第 2、3、4 行 , 则 
4 Qiz 十 工 Ca 十 次 Qawm 十 这 


3 GQz1 ad Qs U2 03 一 0Q13 CC2 Ql 二 
A ; ,再 按 第 1 行 展开 可 知 , f(x) 
SEY ln “ia! Uys” Ura “ta — tia 
du QI dd diz Qs3 dl3 da ~ Cd 
的 最 高 次 数 为 1. 


25) 从 SGz) 的 表达 形式 可 看 出 , 仅 当 主 对 角 线 上 的 4 个 元 素 相 乘 才能 得 出 zx' ,其 系 
数 显 然 应 该 是 2. 第 1 行 取 Qi 一 1),au (= 2), 则 含 Ql1s 或 Ul4 的 行列 式 的 项 中 
是 不 会 出 现 二 的 ;全 aa (一 2z) 的 项 也 不 会 出 现 x, 于 是 含 x 的 项 只 能 是 
aw( 二 工 ) ,an (二 1),aaa( 二 全 ) yau (二 Zz) 的 乘积 ,其 符号 为 (一 1)"2230 一 一 1, 故 


Xx" 的 系数 为 一 4. 
vw vl 均 十 93 2 1 交 古 名 哆 中 晤 pp 
0 27r 十 2 7 5 1 2 直人 2 2. 5 

Ca PES 二 
3 直 3 Sw 8 1 | 9 | 8 
4zx 8 ey 47z 十 4 | 8 1 4z 十 4 
EG 妇 天 二 和 2 Th X89 2 
0 % 5 0 I 0 8 5 
一 5 村 ef 

3v 0 3 二 3 3T :3 3z 十 3 8 
5 0 和 4z 二 4 4 1 47z 十 4 

1 元 十 2 文 斗 3 2 

] -一 2 二 2 & 5 

l 3 3z3 8 

下 8 1 4z 十 4 
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1 Ast 2 人 区 和 3 2 
@ 2 7 5 0 %2 7 5 
才 沁 二 交 le 
3 OF -5 十 3 8 S33 8 
妆 ， 字 1 4 十 4 4 8 1 4 十 4 
二 和 区 过 浆 二 3 2 
0 工 4 一 工 3 
0 T=:£ 27 6 
Qa 


由 行列 式 的 定义 可 知 ,这 三 个 行列 式 中 只 有 第 一 个 行列 式 可 能 含有 zx' ,经 观察 
其 系数 为 0, 故 关于 工 的 最 高 次 数 之 3. 第 一 个 行列 式 中 的 系数 为 76, 第 二 个 
行列 式 中 z 的 系数 为 48, 现 计算 第 三 个 行列 式 中 zx? 的 系数 . 

到 = 二 五 3 
地 汤 2 6 
6 王 让 一 区 一 145 十 人 
故 f(z) 的 最 高 次 数 3, 其 系数 为 126. 


- 题 型 工 涉及 方 阵 、 道 矩阵 、 伴 随和 矩阵 、 向 量 等 概念 的 3 ~ 5 阶 行列 的 计算 


二 2 对 ， 


第 三 个 行列 式 计 


2 
【 例 1.2】 设 A 为 n 阶 方 阵 , | 4 | 二 a,B 为 xm 阶 方 阵 ， EA 


(A) — 6ab. (B) 一 2"3” ab. 
(C)(— 1)™ 2"3"ab., (D) (= 1)™"2" 。 3ab. 
【 解 】 由 公式 (4) 及 (6) 即 可 知 (C) 入 选 . 
【 例 1.3】 填空 题 


= 
(CD 设 4 为 3 阶 方 阵 . | 4 | 二 十, 则 | (让 4) 124* |= 
(2 设 A 为 3 阶 方 阵 ， [A Br CA eC Pe 1A; 一 2A, 十 3Ai ,4A,, 3Al | 


(3) 4 为 3 阶 正 交 矩阵, | A | 二 0,B 是 3 阶 方 阵 , | B 一 4 |==4, 则 | E 一 AB7 |= 


(4) A 为 3 阶 方 阵 ;A; 为 a; 的 代数 余子 式 , 有 目 A; 三 ai 天 0, 则 |4I| 


【 解 】 (1) (#4 = 


故 | (地 4) — 12A* [= 7A7 — WME= aA | X381. 

(2) | .2s —2As + 34 ;4A ,34r|=| A yA 3 ||| =240 ,44h 9A -| 384: ,4A, ;3A | 
二 入 | As: ,A; ,Al | 十 0 十 0 = 一 12 | Al ,A, ,A; | 三 一 12 Xx 3 =— 36. 

(3) 由 题 设 44T = 二 EE, 于 是 | 4 |= 士 1; 又 14 | 二 0, 所 以 1&4 |= 一 1. 
| 五 一 4ABT | 二 | 447 一 4BT7 |=|A|| (4—B)T| 
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第 二 篇 。 线性 代数 


=—| A—B|=—| (一 1)(B 一 4) | 
=—(—1)|1B—A|=4. 


(4) 若 题 设 条 件 中 提 及 a; 的 代数 余子 式 A; , 则 应 联想 到 4 的 伴随 矩阵 4 ` 及 |A| 


按 行 (或 列 ) 展开 . 


因为 A“" = (Ai )axs = (Qj )ax3 二 A"( 因 为 Ai -= Qs) 
14 ”|1=14 |=|41,; 又 14" |=|141™"=|4 |:,( 因 为 n= 3) 


所 以 起 中 寺 1 次 | 过 中 轨 必 可 而 | 二 D 琶 0 过 


14|1=0 或 14|=1. 


国 讨 |)= dd Fa lsat Sa 
0). 
所 以 14 |=1; 
机 US 二 
本 
〖 秽 工 看 设 | 有 | 二 | 1 又 0; 则 QDAT 二 Bs 于 六 于 A A 
2 
hh 
二 ;(3)Asi 二 Asz 二 Ass 十 Aii 二 Ass 二 
Or 
1 人 
【 解 】 si aa 十 As 十 2(4A 十 As) = |1 1 1 2 2|==0,( 因 为 第 2.3 行 相同 ) 
a5 因 地 下 
4 和 
即 Asi 十 A3s 十 Ass 二 2(As 十 Ass) 二 0， As 二 TAs++Ai =0, 
同 理 2(Asi 十 Asz 十 Ass) 十 As 十 A = 0， As A =0; 
2 1 1 刁 | 
he 2 
Asi+As FAs+As tAss=|13 2 1 4 6=|2 22 1 1 
, ni Su 6 
0 下 二 全 对 天 人 
he He 1 
0 0 C1 1 
=0 "00 1 IP 
-| 
LL | 人 [名 


【 例 1.5】 填空 题 
246 -427 =327 
Di 二 | 1014 543 443|= 
Ei S42 Wl 02 
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i 
2 惫 -有 1 
(2)D; = == 
容 区 训 埃 
ro 巴 到 局 
1 
1 了 0 1 =1 
Wd a Lh | 
(三 | 要 了 元 1 了 | 
1 = 0 六 | 
1 
2 3 $F 0 
【 解 】 (1) 3 阶 行列 式 有 计算 公式 ,但 因 各 元 素 的 数值 太 大 ,乘积 运算 繁 ,因此 要 仔细 观察 
分 析 ,用 技巧 求解 . 
246 427 一 327 327 246 100 327 41 1 327 
Dp=" Lod We 4 mom mio0 Ma|=600| 169 1 443 
—342 9709162 G0 | gao x100. 06 er Ha 
41 1 327 GF. Nd 
128 116 
= 600| 128 “0 7116|="600| 128: 而 -146| =-600 
一 98 294 
一 98 0 294 98 Wr 294 
128 500 
= "606 =- 600 xX 500 X 98 二 一 294 X 105. 
a) 0 
(2) 各 列 加 到 第 1 列 ,得 
es 3 
re 0 司 生 攻 王 
J oe 
es pe 
ni 
on ee 
I = 60. 
So 
OO. py sd 
(3) 这 种 有 分 数 元 素 的 行列 式 应 首先 将 各 元 素 均 换 成 整数 ,然后 再 分 析 运 算 . 
2 人 
Dc es 7 
D, = 言 |6 人 0 |= 一 豆 | :| 
1 些 本 时 下 
| a 0 Rl 
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人 i 0 2 
可 条 = 一 人 王 有 EY 
= 一 言 |0 I 过 二 = 总 | | ee a 
和 浅 太 而 Ge El 
0 6 二 区 二 7 0 0 1 = 
| 
0 TW i 
= 总 |。 WW = 总 | 一 1 | ?|= 霹 
= BE 
二 遂 三 区 1 


【 例 1.6】 填空 题 
(1) 设 A;B 均 为 4 阶 方 阵 , 1 4 二 2,|1B|=1,4 二 (gsY,Y317:),B =(B,Y:, 
和 vB ,Ys ;Ys 均 为 4 维 列 向 量 ,计算 | 4 十 2B|= 
(2) 设 eryes ,as * 记 , 应 均 为 4 维 列 向 量 , | A | 二 | myazyas, 记 | 一 72， 
1B|=| oazy 包 os |= 7, 则 | sy Cp 二 +B) ,os0i|= 
【 解 ] (1) A 二 2B= (@,Ya;Y3 ;7Y1) + (2B,27; ,273 27) 


= (@+2p,3Y; ,37s ,37,), 
| A+2B|=|at2p,372,373,37: |= | a,37: .37 .37 | 十 | 28,37yz ,373 .37 | 
一 27 @yye sy sy | 十 54 | BY ys |= 271A|+54|B|= 108. 
(2) | @a ,Bi 二 Pp) ose | 三 | 6 sb 0 oi)| ass ps0 so | 
一 一 | @i ;0,030)B | 十 | eye ,及 ,as |=— m+tn. 


| 题 型 五 ”证 明 抽 象 行列 式 等 于 零 的 方法 
【 解 题 提示 】 常用 方法 有 : 
(1) 利 用 |41= 一 | A| 关 系 二 14|= 0; 
(2) 利用 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0 有 非 零 解 名 141=0; 
(3) 设法 证 明 4 的 一 个 特征 值 A 二 0; 
(4) 用 反 证 法 . 


[ 例 1.7】 设 4,B 为 正 交 短 阵 , 且 | 全 = 一 1, 诈 懈 : | 纹 十 和 | 几 6. 
〖 证 】 因为 4,B 为 正 交 和 矩 阵 , 所 以 A4' = 二 A'A 二 E,BB' = 二 B'B=E, 
| (4 十 B)4I | = 二 | 44I 十 B4T | E+BAT | 王 | BBTI 十 BA4I | 
=|B|| (B+A)' |=|B||B+A 医 
又 | (4 十 B)4I |==|A 十 B||A7|=|A||A+B|,， 


因为 | |= 一 | B | 
Sa41M+BI=IlB|IM+B|I===——— > 3A B|=0> 144B|= 0. 


稚 已 知 4,B 为 正 交 阵 , 在 和 欲 证 结论 中 左 乘 (或 右 乘 ) 一 个 方 阵 的 转 置 所 对 应 的 行列 式 是 常用 
的 一 种 方法 . 
【 例 1.8】 已 知 &6 是 维 列 向 量 , 且 E616 二 1, 车 4 二 一 667, 证 明 : | A |=0. 
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[证 】 A=E-—6t'3A6 = (E66 = 6 866) Eo, 
又 由 ErE 一 1, 可 知 € 为 非 零 列 向 量 , 故 | 4 | 一 0. 
【 另 证 】 4 一 (有 一 舟 DOE 一 各 ?) 一 下 一 结 一 加 7 十 总 7( 引 7) 
— E—266" +E(E'EE' — E—26€' + = E— été" 一 
即 2 二 轩 雪上 站 鸭 | 可 带 人 肋 三 和 下 丽人 几 或 | 会 术 
车 |A|=1,48|= (Ep 一 外 D6 一 &(6t6) = 让 = 0， 
> 上 一 0, 但 由 所 5 一 1, 可 知 上 为 非 零 列 向 量 ,矛盾 . 
故 14I=o 


题 型 W_ 阶 行 列 式 的 计算 法 | 


: ”【 解 题 提 示 】 x 阶 行列 式 的 计算 ,其 基本 方法 和 技巧 是 “化 零 ” 和 “ 降 阶 ”. 常用 的 方法 有 :@: 
:定义 法 ;加 利用 基本 性 质 化 为 三 角形 行列 式 ;@) 递 推 法 与 数学 归纳 法 ;四 公式 法 等 .在 计算 n 阶 行 
列 式 时 ,要 根据 行列 式 中 行 (或 列 ) 元 素 的 特点 来 选择 相应 的 解 题 方法 : 
1. 利用 ” 阶 行列 式 的 定义 计算 (适用 于 行列 式 有 较 多 元 素 为 零 的 情形 ) 
【 例 1.9】 填空 题 . 
GD) 在 一 个 阶 行列 式 D 中 等 于 “0” 的 元 素 个 数 r 一 , 则 DD = 
0 Wa i 1 0 
0 BQ. se 2 0 
B= 3 
Oo OW se 0 0 
0 和 re 0 2000 
【 解 】 (1) 一 个 阶 行列 式 DD 共 有 民 个 元 素 , 既 然 “0” 元 素 的 个 数 二 xr 一 n, 因 此 非 零 元 素 的 
个 数 二 n( 玉 一 (ww 一 加 = 二 功 ,而 由 nn 阶 行列 式 的 定义 可 知 ,DD 的 每 一 项 均 为 “0”( 因 
为 每 一 项 中 至 少 有 一 个 “0” 元 素 ), 故 D = 0. 
IDD nial (=D dj iad 


n= 2000 1899 198 


(一 1。2 .3…1999。2000 一 一 20001. 
2. 行 加 法 (或 列 加 法 )( 适 用 于 各 行 (或 列 ) 诸 元 素 之 和 相等 ,或 多 数 相等 仅 个 别 不 相等 的 情形 ) 


2 ss 
n n 7 
= 2 el 二 T 灶 
【 例 1 1I0】 计算 也 = n nn Z| 
让 2 
72 了 2 天 


【 解 】 将 第 2 一 ?2 十 1 列 全 加 到 第 1 列 , 再 提出 z 十 1 后 ,得 


bok 
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此 二 = 是 
n n n 
re Te 
n n 
Ds: = (mt 1) 1 a 2 i$ 
n nn 
I 2 
n LL4 
1 0 0 0 
1 
1 FE) 0 0 
2~—n bd 
一 en 0 (+ 去 ) 0 
减 第 1 列 x (1 一 一 ) 
1 
1 0 0 | 
st 
n” 时 
1 2 3 m= 
1 1 1 0 
【 例 1.11】 计算 D = |1 1 | 
Te 1 1 
【 解 】 将 第 2 ~ 列 全 加 到 第 1 列 ,再 提出 六 n(n 十 1) ,得 
1 2 :ee 站 
1 和 1 三光 
D, 一 22 0 1 Ts i 
On 1 1 
1 1 1 C1 
_ NAD) 1 | (一 全 1 次 六 
污 2 : : : ;为 (n 一 1) 阶 行列 式 . 
i 生 1 1 
再 将 第 2 ~ (n 一 1) 列 加 到 第 1 列 ,得 
二 1 ne 
= a 1 
D,=3mtDn ， ， 
一 1 业 see 1 1 
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= wn WO Ss 


将 第 1 列 分 别 n(n 二 D1 0 “ nn 0 spe (nt Dn™ 
人 本 了 Se 
加 到 2,3…,(n 一 1) 列 2 2 人 2 


一 】 0 ne. 0 0 
3. 各行 (或 列 ) 加 减 同一 行 (或 列 ) 的 倍数 (适用 于 加 减 后 某 一 行 (或 列 ) 诸 元 素 有 公 因 子 或 变 
成 三 角 行列 式 ) 
1l+xy lxy 1xy; 
[ 例 1.12】 计算 D, = 0 tn ~ ltny| 
lxy loys oe 1 二 Ty; 
二 Fw 沁 征 兴 芭 


> 五 一 2 时， 也, 三 = (zz 一 ZI)(Cy 一 匀 )， 
1 十 Ts VY1 上 十 2 y2 2 3 
1 十 2 1 zy si 1 -=xyys 
行 减 (xz (CXF 2 MB Yl — 
当 nn 之 3 时 ,也 ， 各 行 减 去 | Yi(Xz 1 区 和 1 y 9 XI 


第 工行 
Hmm WO) oo sO— i) 
三 0. (因为 从 第 二 行 以 后 各 行 成 比例 ) 
a (ea 十 1 (十 2 Ca 洁 372 
p GHD: 《十 2)2 (8 十 3) 
二 
d: (d+1): (d+2): ‘(d++3) 
a 2a 二 1] 42 十 4 6a 十 9 
ee hs i 
”加 第 2~4 列 上 | 局 2 十 工 ‘44 0c 填 9 
d: 2d+l1 4dg 二 4 6 十 9 
a 2a 十 1 2 6 


【 解 】 DD 


第 2 列 xX( 一 2 十 第 3 列 | 如 26 十 1 


2 6 
第 2 列 X( 一 办 于 第 4 列 je 2c 二 1 2 6 i 
2 2 
4. 利用 范 德 蒙 行列 式 计 算 行列 式 
二 ee 1 
2 D2 rp 


KE 例 坟 1 和 ”计算 蕊 二 |13 3 :sw 人 |. 


泥 ]% n 

1 2 nn 

[ 解 ] 并 A Dr = 1 D2 2 ne 
| 有 7 
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] . 

起 2 3 n 

从 第 2 列 提出 2; 第 3 列 : ly y 

yy 2 3 7 
提出 3,… 第 nn 列 提出 、 


Pe 
一 mi1(2 一 1)(3 一 1)…(2 一 D) 。(3 一 2)(4 一 2)…(2 一 2)…[72 一 (2 一 1 
= 其 民政 一 2 区 
] 1 1 1 
1 二 gi li+o 1 十 9 1 十 网 


pito pt pt pt 
前 十 由 十 妨 十 Gh 十 


E 例 天 1 计算 力 三 


1 1 1 a 1 1 1 

1 1 1 ei pp [a [en 
【 解 } D, = EE 2 十 说 目 2 = 2 2 2 2 
to pip nip pp ota gi pi pig 
H+R Rt tg dte| Ato Rta Btn gta 

1 1 1 1 i 

pe pl 2 qs pa 类 似 处 理 2 1 2 3 4 

六 十 外 pig pig pt 2 

Gio p+tp pip pg G1 Gert ps pt 

= I ( gp; — 9;). 
I< 


解 题 程序 :Q 在 行列 式 DD 的 各 元 素 中 加 上 一 个 数 z ,使 新 行列 式 D, 除 主 对 角 线 外 ,其 余 元 
素 均 为 0;@® 计算 D. 的 主 对 角 线 各 元 素 的 代数 余子 式 A3(i 一 1,2554,n)3 


@D 一 Ds i 
i=1 


1 1 1 . 1 
Lg | 1 
EE 例 1216] 计算 DD=|1 1 3 一 1 
1 1 1 “(nl1) x 
【 解 】 显然 ,在 D, 的 各 元 素 中 加 上 (一 1) 后 , 则 有 
0 0 0 0 
0 1 工 一 均 0 0 
(Dy, = |0 te 0 So 
0 0 0 se | kn — =r 


A eS (一 并 (2 一 [2 一 1) 一 2 An 一 一 AAA 一 0， 


故 D,=(D,). 一 (D2)A; =0(—DAn=An= (1 zx)(2—z)-…[(n—2) 


i=] 
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二 二 本 有 
we 下 a 
I py 
【 例 1.17】 计算 D,,, = z 问 工 十 2 区 
区 去 “i 村 
【 解 】 显然 ,在 Da 的 各 元 素 中 加 上 (一 z) 后 , 则 有 
1 nO WwW 0 
0 和 2 QO sl 0 
CD 二 0 奖 Bn 2 


1 


ntl 
Ai =2X2 XXXIIXZXEB Xe XE T+1X2XEXK XS 二 1X2xX 
i=] 


oo Dr 
= 21H2t3t"tn i 92+3+""+n 十 2 3 4 FE 21H2+ 十 01) 


Fla 


二 2 二 21 十 2 十 和 十 2) = 2 2(1— zr), 
ee 《or 1 
故 ”Dn = (D,n). -DHA 一 2 [rl | 


二 名 D2 


2 | SE 
【 例 1.18】 计算 D; = 


ko 
*。， fk 
CD 
[5 


2 2 | 
【 解 】 显然 ,在 D, 的 各 元 素 中 加 上 (一 2), 则 有 
一 1 0 0 non 0 
0 QP WW se 0 


(D,), = | 0 8g%” 记 0 一 0， 
0 0 0 a 


As 一 (一 D) .1.。2…(2 一 2) = 一 (2 一 2)1， 
i 


D, = (D,)， 一 (一 2) DAs 一 0 一 (一 2)[ 一 (人 一 2) 电 三 一 2(02 一 2)1. 
i=1 


题 型 V ”综合 题 


LA 


1 
| DE 2 
【 例 一 设 工 二 yy 二 zz 汪 05 还 明 击 人 
eS 


【证 】 将 第 1 列 X (zx 十 y 十 x),; 第 2 列 X (一 1), 然 后 加 到 第 3 列 ,得 


第 二 篇 ”线性 代数 


xX: 2 rz TX Ylr 二 y+ ds 

y: zz|= |y yy: zr (ryFz)y—y = |y yy xy 二 +zr 

2 2 Wy Zz Zz? “xXy 十 《Zz 十 祖上 上 区 z 一 台 Z EC Wy 9 
i 


by 
(xy+ ytar)ly vy’1|, 


| 
i | i es! 
于 是 “不等式 的 左边 = |y y? 1|=|x yy |= 之 
区 有 “和夫 1 


=(Z— yyM(y 2 (zz — Ey 
出 二 yz 0v 有 5 一 FOy— 20 — 0, 


y yy -zr 0, 


于 2 3 
【 例 1.20】 求 极限 lim 1 斑 1 
TD 
1 十 Sinaz Cosz “+ 
一 二 0 1 
1| 2 "3 i = TX 并 
业 2 0 = i 分 3 
由 洛 毕 达 法 则 “ . 1 ns 1 2 cosz 1 I 
【 解 】 原 式 于 0 Di 1 i 1 有 
1 十 sinz 36s (| | cos aeiOl 二 人 sz oa 
| 0 1 wt 0 J 0 0 0 
= = 一 4. 
f(z PCZ) px) 


【 例 1.217 求 极限 lim 十 f(z 二 + 有 ”glz 十 h) ”Wz 十 h) | ,其 审 六 大 二 阶 可 导 . 
f(z FB pr to oh mip | 2h) 


a HX) WE 
f(ztD of gz+h) — oz) gz -AH ， 
【 解 】 原 式 = lim h h h 


f(zt 2 2f(rtD+f) rt) opzt oD 以 z 十 区 一 20Xz 十 及 十 Wz) 
[a Ee x I 
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fz) PCZ) yz) 
= |fF(r) 到 全) yO 
FD dey FLY 
其 中 lim f(z 2h) 2 二 > 


h-=0 


2f (z+2h)—2f (zth) 


= lim 2h 
i lim £ Se ss et GS 
-—*0 


9 (ZX) ,V(xz) 的 含义 同 . 
【 例 1.22〗 设 f(zx),g(zx),y(x) 在 La,b] 上 连续 ,在 (a,p) 内 可 导 , 试 证 :至 少 3 一 个 Se 
(ayp) ,使 得 
fla) vpla) 内 QD) 
f(b) PC yb) | 一 0. 
f (8) PC YE) 
fla) yla) yla) 
【证 〗 作 辅 助 函 数 F(z) = |f(6) gp(b) y(b)|， 
f(z) wh) WH) 
显然 ”F(z) 在 [4a,6] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 , 又 F(a) = F(b) = 0， 
可 见 罗 尔 定理 条 件 满足 ,于 是 3 一 个 &€ (a,6) ,使 得 F'(&) = 0， 
fla) pe) yla) 
BR OO) ob) Who) |=0. 
f (8) VC) YE) 
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矩阵 运算 中 的 重要 性 质 及 公式 
(I) 转 置 矩阵 的 性 质 (CI ) 逆 和 矩阵 的 性 质 
(1)(C4T7)T = 4. (DM) = A. 
en Co a 0 
(3)(A+B)T = 4T 十 BT7. 4 
(4)(4BD)T = B'™AT™. (3) (AB) 于 1 
| A) AMAT) = (M1)T. 
( 亚 ) 伴随 矩阵 4* 的 性 质 (CT ) 分 块 矩阵 的 性 质 
Od A A,B 均 可 道 ， 
(2)(4 = 全 co 人 yy 人 
[a | B 0 BB- 
Us 1 一 2 一 
A 7 (3 性 “ 三 隆 | 
AA*=A'*A=|A|E: 人 | a 0 
© Bh =Breoad Ba 


| 题 型 I ”关于 和 矩阵 的 基本 性 质 及 初等 变换 的 命题 


【 解 题 提示 】 (1) 牢记 矩阵 运 . 
(2) 矩阵 初等 变换 有 如 下 性 质 : : 
.四 设 和 为 m Xn 天 阵 , 则 对 A 施行 一 次 初等 行 变换 ,相当 于 在 入 的 左边 乘 以 相应 的 一 个 
: 阶 初等 方 阵 ; 对 和 施行 一 次 初等 列 变换 ,相当 于 在 和 的 右边 磁 以 相应 的 一 个 扩 阶 初等 方 阵 . ( 币 
称 行 左 列 右 ); 
: ， @A4 为 可 北方 阵 , 则 存在 有 限 个 初等 方 阵 P,P。，…,P ,使 
A= P,. P,*P,; 
ec A 


【 例 2.1】 选择 题 
(1) 设 A;B,C 均 为 n 阶 方 阵 , 且 4B = BC = C4 =E, 则 A: 十 B: 十 CC 


(A)3E. (B)2E. (CE (D)O. 【 】 
(2) 设 和 4 为 n 阶 对 称 和 矩阵 ,B 为 n 阶 反对 称 和 矩阵, 则 下 列 和 矩阵 中 为 反对 称 和 矩阵 的 是 
(A)AB—BA. (B)BA+-+AB. (C)(AB)’. (D)BAB. 【 | 
Al Ci 1 2 
(3) 设 分 块 逢 阵 X= (全)'X7 一 人 所 ) ,其 中 ;为 n Xn 矩阵 ,a 为 n xX 


1 矩阵 ,pi 为 1 Xn 和 矩阵 (i = 1,2),k 为 实数 , 则 上 为 
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(A)1. (Bp A ey ee (D) i 
【 】 
(4) 方 阵 A 可 道 的 充分 必要 条 件 是 
(A)44 天 O( 为 正 整数 ). (B)AB = 4C 必 有 B==C. 
(C)4 为 正 交 矩 阵 . (DjBA 二 AQ 必用 B= 二 区 本 


【 解 】 (1)E= (4B)(CA) = A(BC)A = AEA 一 42?， 
同 理 可 得 玉 = BE 二 C, 故 A 和 :十 十 C = 3E, 可 知 (A) 入选 . 
(2) 因为 A 为 对 称 和 矩阵 ,所 以 4 = A. 
因为 B 为 n 阶 反 对 称 , 所 以 B = 一 B'， 
(AB— BA)™ = (AB)™— (BA)™ 一 BT4T 一 4TBT 一 一 BA 十 4B 一 4B 一 B4， 


可 知 (A) 不 和 人选 . 
(4B 十 BMD) = (4B)' + (BA)' = B'A' 十 4IBT =—BA—AB 一 一 (4B 一 B4)， 
故 (B) 入 选 . 
4i4， 十 ci 及 一 五 ， O_O 
a Al ai\/A;: az 五 O PA;: tp: = 0, © 
3 Ne 一 
; G HE ) ® re Mm i 四 
抽 + k= 1, @ 
由 @ 有 Ai@z = 一 kel， 
于 是 ,由 @ 有 上 i 1—PBa: = 1— P(Ai'Ai)a; = 1—PBAi' (Aim;) 
= 1—pPBAi'(— kai) = 1+ kpiAi!' oi. 
Se 
> 上 = 一 
HO 
之 |4 | 天 0. 例 如 4 二 本 
(4) A* 关 0 pd ,因此 4 天 0 是 可 逆 的 必要 条 件 而 非 充 
二 | 4 |= 0. 例 如 A = ; 
分 条 件 . 


车 A 可逆 ,由 BA = AC 全 B= ACA"' 关 C( 一 般 情况 下 ), 可 见 (D) 不 该 人 选 . 
又 正 交 和 矩阵 是 可 逆 的 充分 条 件 ,而 非 必 要 条 件 , 可 见 (C) 也 不 该 人 选 .故人 选 者 


为 (B). 
【 例 2.2】 选择 题 
QI Qi2 Qi13 m3 nz 十 Qis a (0A 
(1) 设 入 二 wa a 一 03 |5Be lavs was tunliadl|lsPr= |0 1 | 
Qa31 Gas Gas C33 Qs Fg “wal TO 
i—#h 0 | 
P; = 10 1 0|, 则 必 有 
Ql 1 
(A) B= PP,A. (B) B= P;P,A. 
(C) B= AP.P;,. (D) B= AP;,P.. IT | 
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Cil Qi Qi3 az2l Qazz kas a23 Q 二 
(2) 设 和 A 三 [az az azs1sB= las as 十 ps al PP = |10 0 工 |， 
Csl Uas Ca33 ail aiz 十 pei al 人 
13 0 闻 
p= "0 二 人 13 则 二 革 于 
有 
(A) A= Pi'BP;.. (BY A =P BP. 
(C) A= PrP2B. (D) .4 = BPr'P;. 【 了 
Ql Qiz Qi Cn 
Cop = 时 ,Plazs az az a 
dsl as 4d33 da 
QI S30 x — SMa ‘tie — as die. = Sa 
一 : Qzl Q22 Qa23 CQ24 
C3l CQ32 CQ33 U34 
Be 0 te) | 
《CA 下 三 小 人 1r"0l; (BP=|10 1 0 
ra 和 区， 项 
TWO 一 5 过 
ERP = | 1 二 人 CPF= | 了 0 |& 】 
Ue | WW 3” 全 


【 解 】 (1) B 可 看 作对 A 施行 第 3 列 加 到 第 2 列 , 然 后 再 将 第 1 列 与 第 3 列 互 换 而 得 到 的 矩 
阵 . 由 “ 行 左 列 右 ”性 质 ,可 知 (D) 入 选 . 
(2) 本 例 备 选 的 四 个 答案 可 分 别 转 化 为 


(A) B= PAP.,. (B) B= P,AP.'. 
(C) B= PP,A. (D) B= AP,P.. 
9 0 I 
Pi 一 |0 0 1| 可 看 作 E= |0 1 0| 先 将 第 1.2 行 互 换 再 将 第 2、3 行 互 换 而 
了 OO 0 830 二 
得 的 方 阵 . 由 “ 行 左 列 右 ” 性 质 可 知 ”B= PiAP,, 故 (A) 入 选 . 
(3) 本 题 可 用 “ 行 左 列 右 ” 性 质 做 ,也 可 直接 乘积 做 , 现 用 后 者 做 . 
1 0 0llan ap aa al Qill 
0 1 .0|:|asr az ass az | 一 Qz2i ,与 结论 比较 ， 
O01) la oss veda =a 一 3a 二 :asl 
可 知 (A) 不 入 选 . 
1 0 一 引 人 fi ts Us A Qu —as dz 3 ds—343 an ©— 3a4 
0 1 0 |la az ax au|= Cl Q2z dz Uz y 
00 lj)la a as aa dal as2 a3 aa 
可 知 (B) 入 选 . 


【 例 2. 3】 填空 题 
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@ OMe, a aal [Od Qe 
CB= | 1 10 bl b, billl 0 0| = 
“Ql era sc Ou"0 4 
Ci Qi Ci3 QW 业 9) 习 
(2) 设 A= | a van aniBa li 1 OAMRS@ 
ad31 Us: ds33 a3 Gr "0 
(3) 设 4 一 (。”), 则 与 4 乘积 可 交换 的 短 阵 B = ; 
【 解 】 (1) 将 一 个 矩阵 中 的 某 两 行 (或 列 ) 交换 偶数 次 , 则 该 矩阵 不 变 , 因 此 
Q 0 TY ha sas "Ya ct "Wal 
B= |0 1 0||lb: b: pl = 一 Ion bil|. 
dO 0 ey CR dal 4d» as 
l 0 OFlan re Ua Aw 
(2) B= | 1 0lla az as a 
0 0 la ds ' as aa 
Cil Cl12 QI13 Cii 
= |Ma 十 ai Li 十 az ma 十 azs lau aw |. 
aal 32 da3 Qa3i 
TI11 Xi i “中 由 已 0 0 
3 ee A 到 中 (。 和 路 
因为 4B 一 BA4 ， 
mu 人 OE -Ee JC eC 外 
WY 2 0 ET 2 0 2 心 
(7 区 X12 Xu Tl 0 "| 
> 皇 
有 人 | 到 WN Tw | \290 
0 Za 2xiz ‘0 
pi k 工 12 区 be > BW 


Til 0 


X21 Xll 


故 与 A 可 交换 的 矩阵 为 B < | | ,中 X11 » X21 为 任意 常数 . 


| 题 型 TI 。 有关 orc 与 wur 命题 的 求解 与 论证 | 


【 解 题 提示 】 要 注意 : 


Tl 1 


(1) 车 a 为 n 维 列 向 量 , 设 @ 二 ||, 则 QTg 一 《ziygzyeeryzo) | | 二 如 十 台 十 … 十 zi 


Wy | Xl1 TIX2 TITn 
元 2 yc a nl es 
SH = (zi 3 .2 ye -= 
2 
2 TR MT SC 


有 其 下 运算 律 :ax :a& axI 一 woro)a = (a'@) (am') 
ox » (ga) 

式 两边 互 化 务必 熟练 : 

(2) 当 @ 为 n 维 行 向 量 , 设 @ 二 (zi ,Xs，… ,xX,) 则 


ws 了 
Tl TiZ2 ~ XTiTn 
工 Xz 。 。 : : 
| | : > ©@: 
a sy a 
Tn 


Tl 
OW = (zi1y Lis sn) 并 三 十 太志 洲 二 个 于 


2 
有 如 下 运算 律 :crae .aru 王 ooxTI)w 一 (ooxT)(oia). 
式 @ 两 边 互 化 要 熟练 . 


【 例 2.4】 设 a = (1,2,3),p = (二 ,可 ),4 二 aTp, 其 中 7 为 @ 的 转 置 , 求 A". 


【 解 】 二 (CaIB)” oa'p: a'p: a'Pp: a' BoP = a (pa )-… (pm) . Bb 


-1 个 
1 
To 吉本 二 * 
因为 有 7 = (1, 志 ,地 ) 2 二 3， 
3 
Dn 
1 2 
» -一 只 Lean cl cs ei 1 2 
所 以 A" = @aT(3"™1)p = 3"!(@Tp) = 3 2|(1,3'3)=3 1 
3 
3 
3 村 1 


【 例 2.5】 设 n 维 向 量 & = ( 喜 '0,…,0, 去 )' 短 阵 4 二 一 gTg,B = EE 十 2gT@, 其 中 EE 为 


n 阶 单位 矩阵 , 求 (4B)”. 
【 解 】 4B 一 (Ea (E+2a0) = E—a'at2a0— 2a'a(a'o) 
一 下 十 xIw 一 2xTCoxT)w， 
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所 以 4B 一 瓦 十 wxIw 一 2 X 到 ora = 


故 (4B)”" 一 五 . 
【 例 2.6】 设 w 王 (aa) ,= 二 (51,6,,…,b,)” 均 为 非 零 向 量 , 且 满足 条 件 wz8 = 
0, 记 郊 阶 和 矩阵 4 = op " , 求 A7. 
【 解 】 4: = ofp" .of' = a(p'o)p' = (Broa)ap' = (op')oap' 
三 0( 因 为 re 为 一 个 数 ; 所 以 (Pa)™ = @a'p= 0). 
【 例 2.7】 设 A= 二 EE 一 ga ,其 中 EE 为 n 阶 单位 矩阵 ,a 为 n 维 非 零 列 向 量 ,a" 是 的 转 置 . 
证 明 :(1)A? == A 的 充 要 条 件 是 gia = 二 1;(2) 当 a'e@ = 1 时 ,A 是 不 可 首 的 . 
【证 〗 A = (Ea )(E—an') = Eo —ao' or .oan 
=E—2a'+oa'a* (a0')=E—(2—a'a)a0’', 
因为 4A: = 4, 所 以 E 一 (2 一 go)an 一 下 一 ox1， 
SS = 3 ol 
(2) 用 反 证 法 . 由 (1l)ar'a = 1 时 ,有 A = 二 4, 车 A 可 道 , 则 A 二 EE, 与 假设 A = 
E 一 ga " 牙 盾 ; 故 入 不 可 逆 . 
题 型 五” 求 n 阶 方 阵 A 的 次 短 A' 的 方法 | 
ED Te ee 
: (1) 将 和 A 写成 列 向 量 @ 与 行 向 量 B 乘积 形式 A= 嘿 ,前 提 条 件 :r(4) 二 1， 
则 A"=ap.op*op: oop -a ba) (fa)p 


(fa) - ( 
(x 一 1) 个 


(2) 将 入 写成 4 == BB 十 C; 然 后 用 二 项 式 定理 计算 
前 提 条 件 :BC 二 CB ,上 且 C" = 二 0O(m 很 小 ). 
(3) 特征 值 法 . 


= 各 8 
cb 三 (的 |0 5 2 | 
3 G Ol A 
i 
[三 a ee i E 于 是 
二 
' 吐 | 内河 
A= | 一 1 一 12) = ofpya = |—1|1p 3, —1,2), 
2 2 
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1 
Ws | = || 1s 
2 2 2 
m- 沾 
J 
因 光 = | 
2 
0 
所 以 A% 二 8 en Bh | 全 = 
a 
5 07 HD Sh 0 0 os 
(2IAS= 10 5 Ol lo 0 DpBre,hBes lo ST OC= |0 0 
ee | Wo [OD Oca 
i oe 二 0 GG 
~ oi slo .al leo ol 
0 0 llong 6 O_O 
8 0 SO do oa Do 
SN 0 0 DG Vr DDN, 
人 TO 
全 二 (及 十 C* 二 B+nB"C+ Dg iC 
Sto llo Mm Ts "Ol go TH vo 5 0 0l"/0 0 
=|0 5 of talo 5 of |o 0.2l+2e lo 5s ol lem 
Qi 省 oe lo Om i sono 
5 0110 105 0 Owl1,.Q). NOG Nm I 
-le ns 0 @ 2 lo 0 
0 os 0 Pa 0 0 0 
B00 OY ro jr 0 W0 =n( 凌 -入 光 呈 9 
-| 0 0 5 2 0 
0 0 5 m0 0 0 0 0 
BY NB HR 1)5™? 
-| 5 2n5™ 
0 .0 5 
2 = , 
ol a )) (一 3 一 人 ) 十 4 一 入 十 1 一 2 一 0, 一 1 二 一 2,hz = 二 1. 
Php=( 的 > Fs 
人 全 or pat 
(i) 属于 X= 一 2 的 特征 向 量 : 
dD 六 各 
Eg 和 同上 ee m= (,); 


第 二 章 。 和 矩阵 


(Cii) 属于 4 = 1 的 特征 向 量 : 


0 | Dl 2 
(2 
= 一 1 


所 以 | 二 p= (, “人 


Ue ec Py, 
和 A= 三 
小 人 
OA 一 
ey ho 
3 NO IZ 1 
Es - 光 2 (CT (EE 了 
3\ 一 2 _ | LN 
人 ay 
和 


题 型 W_ 。 求 满 秩 矩阵 的 道 矩 阵 


(2) 分 块 矩 阵 法 (适用 于 “0 元素 较 多 的 情形 ); 
(3) 初等 变换 法 


只 对 行 作 | 只 对 行 作 六 是 
人 Ue 
【 例 2.9】 求 下 列 抢 阵 的 逆 和 矩阵 : 
0 
dD | 2 0 A 和 
一 3 2 一 5 
0 
0 oi Td 0 
(2)= 10 0 4 0 0 1, 则 A = 
000 5 0 
Q@ 0 0 "=4 
QO ‘wy 0 “» 0 
WO Gs we 0 
Capa ;||: 则 二 三 
0 0 0 yr 
6 Tp "0 0 zi 0 
0 010 aarif 0 
i. | 
a VY OV wr Wa0 OV 
(0 六 有 通 
0 0 一 ! 0 0 一 1 
【 解 〗】 (1) (E 一 A)== | 一 2 0 0 a | 到 二 A 二 | 三 多 0 0 |= 一 4,， 
3 =2 6 3 = 1 
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0 0 0: 是 叶 0 
as 
-= 亲 褒 = 0 
a 
= 四 0 0 0 
准 放 ‘三 3 | 4,As | 2 An | 2 人 
| 
0 5 0 
WEA = LS Ls 
4 2 
= 0 0 
Ai 
(2)A= 5 A = | BE: = G 让 
A 
2X 二 | 三 
a == :A> 一 六 ,A 一 一 
1 1 
0 3 ( 1)X2 
2 
1 了 3 芥 0 
1 
0 0 0 0 
Wo 0 二 
4 
1 
0 0 = 0 
J 
0 0 0 16 4 
0 ; aa 0 0 
0 : 0 az 0 人 
: : O 4i 0 
(3)A=| | 3 NT 
WD Qi 42 
:网 p 
a 0 6 0 
A,, = a,， 


第 三 章 ”矩阵 


4 
Ql 
Es 
ye a Qs» 了 = 
Un 
El 
Qn-l 
Oo 0 0 二 
Uy 
UN 05 区 1 一 
CGI 
0 1 一 sh 0 
故 A = a 
0 0, 天 Oh 交 
0 0 0 0 
Cr 一 1 
‘oo 6 人 
0 ‘Q 0 后 可 人 阁 
A 
ce = (人 和 
a 0 (oe 0O 4: 
Qa 人 GQ “i 
dE 0 0 下 0 [10 OZ 二 | 
0 QO" x ww 0 0 2 0 
二 ， > | A = (ar )y A 
Ge 0 0 .0 ai! 0 0 0 
tB 一 器 0 lid 
0 a 0 0 
A 0 0 0 0 
GD 1) DO 9 
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题 型 ”求解 矩阵 方程 | 


【 解 题 提 示 】〗 和 矩 阵 方程 通过 化 简 , 变 成 三 种 简单 形式 
(Ca) MX = BS (bY ad Bs (ec) AXB = 
(1) 常规 解法 是 逆 答 阵 法 ， 
(a) 4X 一 也, 若 4 可 逆 , 则 和 一 4-1B. 
(b) XA = B, 若 A 可逆, 则 美 二 BA. 
(ce) XB ==C, 若 及 ;BB 均 可 逆 , 则 里 三 A 1CB 
(2) 快速 解法 ( 即 初 等 变换 法 ) 。 


行 初等 变换 
(a) 4X 一 也 (4 dn A mw 


| 
B BA”! 
Ce CA a 
(= ) .| SR ) 
Se ed be HL aM Ns 
【 例 2. 10】 假 设 和 矩阵 4 和 B 满足 关系 : 
ee 
AB = 二 A 十 2B, 其 中 A 二 | 1 1 ,0|; 求 矩阵 BB 
= 
5 
Ba CB = A A=2EE|1 =1 |; 
0 
2 er 1 =T 用 
wm 1 oli & pi Basleo 1 iTS 
es > yA os 
Ru) 0 1 Sl 0 TL f= 
> |0 Uo 83. gd Tg 
(0 0 一 1]1:2 一 12 一 9 0 0 1:1 二 多 "2 
ON 3 = WE 
| 直 大汉 澳 世 二 到 二 0 
人 二 
2 4 有 
【 例 2.11] 解 红 阵 方程 XA 一 B, 其 中 4 一 |2 1 0|，s=(， 嫂 
< 
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多 1 一 了 -2 1 — 1 0 0 
2 1 0 0 lL 2 0 时 2 
I 1 作 列 变换 1 = | 1 0 3 
【 解 】 : : 人 : DBR IN -VN a 
# 3 SS 3 = 1 3 2 7 
4 3 2 2 3 4 2 5 8 
0 0 1 0 0 0 Ll 0 0 
0 ] 2 0 1 0 i 0 0 1 0 
= 一 人 于 区 本 
一 > -= F 
= 人 = 2 3 和 4 2 1 
二 2 8 2 
久 i 8 2 中 2 2 加] 3 | 本 5 可 
= 人 这 1 
故 交 三 | 2 
3 3 


【 解 题 思路 】 思路 之 一 :验证 | A | 了 闫 0( 适 用 于 给 出 具体 元 素 的 答 阵 ); 
思路 之 二 ; 找 出 与 A 同 阶 的 方 阵 ,使 AB 二 E( 或 BA 二 EE)( 适 用 于 及 为 抽象 形式 ); 
思路 之 三 :A 没有 “0” 特 征 值 ; 

思路 之 四 :Ax 一 0 只 有 零 解 ; 

思路 之 五 :; 瓦 征 法 . 


【 例 2. 12】 设 污 -为 元 阶 方 阵 ,4 十 24 一 3 五 二 - 0, 证 明 ; ,和 A 一 2 可逆 ， ,并 来 其 谴 、 
〖 证 ] 和 人 十 24 一 3E = (4 一 2E)(A 二 4E)+5E = 0, 


3 (4 一 2E)( 一 全 二 全 ) 一 EE, 故 A 一 2 可逆 ,其 道 为 一 人 在 . 
【 例 2.13】 设 A 为 n 阶 方 阵 ,A: = 2E,B = 二 A: 一 24 十 E. 证 明 :B 可 逆 , 并 求 其 逆 . 
【证 〗 A; 一 E=E, 妈 (A—E)(A:+A+E)=E, 
B=A:—2A++E= (A—E)’, 
B. (4 十 私 十 E)’ = (A 一 E)*(A’: 二 A 十 E): = 二 [(A4 一 E)(A: 二 A 二 +E)] 
a ee 1 
故 B 可 道 ,B= (4h? 十 A 十 E)*. | 
【 例 12.14】 设 A4.B 均 为 n 阶 方 阵 ;E 为 n 阶 单位 矩阵 ,证 明 :(1) 车 A 十 B= AB, 则 A 一 EE 
可 道 ;(2) 车 一 4B 可 道 , 则 EE 一 BA 可 逆 , 并 求 其 道 . 
[证 】 (1)A+B= 4B=>A= (A4—E)B=>(A—E)-+E= (A4A—E)B 
过 (A 一 E)(B 一 EK) ==E, 故 A: 一 可 道 ,并 有 自 (A4 一 E) 1 二 B 一 E. 
(2) 用 反 证 法 . 车 一 BA 不 可 道 , 则 | EE 一 BA!|="0, 于 是 3 一 个 关 关 0， 
使 (E 一 BA)X=O 二 X= BAX. 
令 Y= AX, 则 X= BY 过 Y 关 I/0( 否 则 X= 0)， 
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又 (E 一 AB)Y 一 Y 一 4BY 一 Y 一 AX = 二 0, 这 与 (EB 一 AB) 可 逆 泌 盾 , 故 五 一 了 
可 逆 . 
【 另 证 】 因为 E 一 AB 可 道 ,所 以 3n 阶 可 逆 和 矩阵 C ,使 
C(E—AB) = (E— AB)C = E>CAB = ABC = C—E, 
从 而 BC(ABC)A = 二 BCC—E)A = E+BCA— BA BABCA = EE. 
【 例 2. 15】〗】 设 阶 方 阵 A 满足 4: 十 十 上 = 0, 其 中 玉 为 n 阶 矩 阵 ,a,b 均 为 常数 , 问 A 
”可 道 的 充 要 条 件 是 什么 ? 
【 解 】 设 4 1! 存在. 则 
A7T(A: 二 aA 十 bE)= A 十 aE 十 := 二 0 


= LM!'=— (A+aE). 

(i) 着 5 关 0, 则 A 一 一 也 (4 十 aE)， 

(ii) 车 b= 二 0, 则 一 定 有 A 十 aE = 0,4 = 一 aE ,因为 4 可逆 ,所 以 a 关 0,4 = 一 
ZE. 


故 56 关 0 或 5 二 0,4 十 aE = O0,a 关 0 是 41! 存在 的 必要 条 件 . 
反之 ; 设 5 闫 0; 由 和 旋 十 友和 十 刀 二 QS A(4 上 aB) 宇 一 才 


= 4( 全 全) 一 已, 可 知 4 可 道 ,4 = 一 人 和， 
和 让 二 于 二 于 二 | 卫生 和/ 一生. 


综 上 所 述 ,A 可 道 的 充 要 条 件 是 56 关 0, 或 6 二 0; 和 十 aE 二 Os;a 关 0. 
| 题 型 可 ”与 方 阵 4 的 伴随 矩阵 4” 有 关 的 命题 的 计算 与 证 明 | 


: 【 解 题 提 示 】 牢记 伴随 矩阵 4 的 性 质 及 重要 公式 Ah4" 二 A” i 涉及 A” 的 秩 ， 
:应 记 住 如 下 结 点 论 : | 


Ns r(A) 三 7 
秩 (A*》) -上 (A)= 1. 
SEE 
【 例 2.16】 填空 题 
工 贡 中 
(1) 设 4 为 三 阶 方 阵 ; 绒 首 抢 阵 为 "4 :一 |1 2 1 
同 [ = 二 训 
则 (4 二 0 
LE A 
(2) 设 A = SN , 则 (4 一 ) ';[(4") "1]* = 
GTi6—3h 六 一 下 
0—=0 一 4 
【 解 】 (1) (4-) dr 
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LT 
-1 | 一 Er 一 一 1 Ee 
| 医 : 时 二 1 2 1|=23$|A| | 3 
1 3 
Ll 0 邮 Le We et 
Rl 2 0 1 全 二 | 由 OL dM 光 
hy 1 0 6 2:=1 0 1 
5 1 
1 v0 40 ul 二 
8 1 dE -1 0 
1 i 
| 要 | 只 
5 1 
人 
SEE 全 和 1 0 
过 
2 2 
de 下 
2 2 5 —2 = 
故 (4")" = (4*)" 一] 全 | =2 EE 永国 I 0 I" Bm 
bd i 1 
a 2 
5 1 1 
5 1 i 
| 1 机 4 2 4 
2 2 2 
1 1 
一 从 5 有 二 
2 2 和 0 
Uk 交 
(oy | Ae = 2019—= 8) = 8; 
Dhl 2 4 
ol Le 
3 8 
1 多 3 i 
入 & A | be 
(MD = ; 
[4| SO :0 3 4 6 -| 
WE 
GO 人 
"| 
a 4 一 2 i nl ei 
[ay*] Cal 1 
pee 入 de ee AT” A » BA:' . 
O A; OO LA 
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是 、 送 站 下 三 于 
二 hs De | dil 
2 2 
1 1 
ce ee | 
~ Ai!'B.Az! = . ( ) 
0 亏 |\3 4 Li 8 
8 
Le 0 £0 
| 志和 
Tt 全 训 0 
|。 过 一 二 0 
a se 
故 [ ] 64|0 0 1 一 工 
a 3 
”| 市 St 


【 例 2.17】 设 A 是 nn 阶 方 阵 ,满足 A" 一 已 ,其 中 疡 为 正 整数 ,已 为 ” 阶 单位 矩阵 ,将 4 中 
的 元 素 as 用 其 代数 余子 式 4s 替代 ,得 到 的 矩阵 记 为 ,证 明 A” 一 吾 
【证 】 A" 二 A.A”"! 二 EE, 可 知 4 可 逆 , 于 是 


A =|A14', 上 且 |4"|=|4|"=1. 
4 Ais … Ai, Al! Azi wees A 
a A Azss £ A 4iz 4 … az 
又 由 题 设 让 所 中 | lS = (A')’, 
A A 名 A 和 Al, 和 2, A A 
族 2" = T= ALA DT = [A| A =| 
二 | A |"CE') =| 4 1"E = E( 因 为 | A|"= 1 已 证 ). 


【 例 2.18】 设 A 为 n 阶 满 阶 秩 阵 ,@ 为 n 维 列 向 量 汉 为 常数 ,记分 块 矩阵 


nt 


其 中 4 ”是 矩阵 4 的 伴随 和 矩阵 ,E 为 n 阶 单位 和 矩阵 . 
(1) 计算 并 化 简 PO; 
(2) 证 明 :矩阵 8 可 逆转 的 充分 条 件 是 a™A 'a 关 5. 
【 解 】 “(1) 因为 &4” 一 4 4 王 |4 | 五 ,所 以 有 
E O\/A &a A C 
下 (Sb 1 4 le 二 le 一 三 让" 敬业 六 | 站 小 
(2) 由 (1) 有 | 到 1=1412(05 一 xcT4Ta)， 
又 |1m|1=|IPIl0I,1PI 二 |41200 一 cT41w)， 
故 |QI=|4| (0 一 554 co) 由 此 可 知 
1 8 1 去 0 的 充 要 条 件 为 g24 ww 了 关 5; 即 8 可逆 的 充 要 条 件 为 aTA '@ 尖 一 4. 


2Z12 


: ”【 解 题 提示 】 (1) 和 矩阵 求 秩 的 方法 :1 定义 法 (不 为 零 的 子 式 的 最 高 阶 数 );2” 矩阵 的 初等 ; 
.变换 法 (可 以 行列 初等 变换 并 用 );3” 利用 向 量 组 求 秩 法 ( 乱 阵 的 秩 等 于 它 的 行 向 量 组 或 列 向 量 
组 的 秩 ). : 
: (2) 证 明 有 关 给 阵 秩 的 命题 常用 的 定理 与 公式 : 

(jj) 设 A 与 B 均 为 m Xn 和 佐 阵 , 则 7(A 土 B) 志 7r(A) 十 7r(B); 

(i) 设 4 为 妈 久 7 矩阵, 甩 为 2XY 矮 阵 , 则 

r(4) 十 7( 卫 ) 一 过 7(C4B) < minLr(4) ,0CB) ]. 
(出 ) 设 A 为 m Xn 给 阵 ,B 为 n Xs 和 天 阵 , 若 4B 二 OQ, 则 
reCA) + rCB) < n. 

Cr 二 rn(24) FOR 人 的 常数 。 

(CV 机 为 Mo 下 陆 。 下 壕 , 则 :74) 二 7 二 0 

(Vi) 短 阵 4 的 初等 变换 不 改变 短 阵 的 秩 . 

证 明 不 等 式 的 思路 : 

思路 之 一 :通过 短 阵 的 初等 变换 化 为 矩阵 的 最 简 型 ,再 进行 分 析 . : 
: 思路 之 二 :利用 分 块 矩阵 的 乘法 ,结合 向 量 组 秩 不 等 式 性 质 进 行 分 析 ( 秩 不 等 式 性 质 :向 量 ; 
:组 A, 刀 的 秩 分 别 为 r1,rs， 若 A 组 可 由 BB 组 线性 表示 , 则 7 过 1) ,或 结合 齐 次 方程 组 进行 分 析 . 
证明 等 式 的 思路 : : 

1” rhA) =r(B)Or(A) SrB) Er(A) 7(B). 

AB=O = 74) 十 r(B) <n, 
2° (4) 十 rCB) 一 no| 
站 十 BB 二 kBE 全 r(A) 十 r(B) 三 其 中 居 为 常数 : 


【 例 2.19】 设 A= (asy)wxssB= (好 )wy 则 ”4B) < min(7r(4) ,rr(B))， 
【证 】 设 r(4) = 二 7,r(B) 二;, 则 存在 mx 阶 可 道 算 阵 Pl 及 阶 可 逆 和 矩阵 Qi ,使 


E, 0 
P, AQ = 上 
同 理 ,存在 阶 可 逆 和 矩阵 P， 和 阶 可 逆 和 矩阵 Q; ,使 
om 
2 Jy 0 0 和 
村 是 PABQO, = Pi4O (OP )P, BO， , 令 C= Ci Ps 3 (Cs; ) ss 
Cu “a FE 
即 己 4ABO -| a . 注 = : : > 
rea @ wa | Ga rs a ph 
Cl a 
0 
Ou Wr Gs 
故 r(4B) = 二 7r(P,ABQO;,) 一 -| : : | 寺 min(r,s) = min[r(A),r(B)]. 
We 0 


【 另 证 】 证 Co 一 Anxs*， Bsxs, 即 
《Ci ,Cs Pee 二 (ai sa » "0B 
ZI 
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其 中 Ci .wo 分 别 是 矩阵 4 的 列 向 量 , 上 式 表明 C 的 列 向 量 组 可 由 A 的 列 向 量 组 线 
性 表示 ;由 向 量 组 秩 的 不 等 式 性 质 可 知 7r(C) 之 r(4). 
又 由 C = B'4', 按 已 证 结论 结论 有 rr(C) 过 7(B'), 即 7(C) 之 xr(B). 
故 7(C) 才 min{r(h) ,7r(B)}. 
【 例 2.20】 设 A 为 n 阶 方 阵 , 且 A? 一 A = 2E,E 为 n 阶 单位 矩阵 ,证 明 :r(2E 一 A) 十 r(E 


十 A) = 二 7. 
〖 证 ] 因为 2E 一 A)(E 半 4) 二 2 站 A—4" 二 0; 
所 以 7r(2E 一 A) 十 r(E 十 A) 志 nn: @ 
又 因为 (2 五 一 4A) 十 (五 十 4) = 3 五 ， 
所 以 r(2E 一 A) 十 r(E 十 A) 宇 r(3E) 三 7。 四 
故 r(2E 一 A) 十 r(E 十 A) 二 nn. 
2 
【 例 2.21】 设 忆 为 三 阶 非 零 和 矩阵 ,CQ = |2 4 1|, 且 满足 PO 二 0, 则 7r(P) 为 
amg™ 9 
(A)z = 二 6 时,P 的 秩 必 为 1 (B)t = 6 时 ,P 的 秩 必 为 2. 
(CO)t 关 6 时 ,P 的 秩 必 为 1. (D)t 关 6 时 ,P 的 秩 必 为 2. KF 】 


所 以 r(CP) 十 r(@O) 委 3. 


1 
当 上 一 6 时 ,r(O) = 二 |2 4 6| 的 秩 ==1, 于 是 ,r(P) 过 2, 当 t 关 6 时 ,r(Q0) 一 2， 
S09 
3 
又 r(P) 达 1CP 为 三 阶 非 零 方 阵 ) , 故 ~(P) 二 1,《C) 入 选 . 
We pb 
Wa bs 
【 例 2.22】 求 4= 的 秩 . 
“6 
Ip Be br 
【 解 】 将 和 矩阵 4 用 初等 变换 化 为 行 阶 梯形 矩阵 . 
Ee b b b 
Diny loa 一 让 0 0 
1 二 253,4 |bp—a oh, 0 
7. 0 0 到 一 六 
乙 十 30 b b b 
JB]+ [rsl 直 Ea] 0 w—& 0 0 
国医 ， 四 
0 0 0 a—b 


(1) 当 a=6 0N7(B) 0 CA) = "0s 
(ii ) 当 ae 与 至少 有 一 个 不 为 零 时 
@a+36 关 0 且 a 一 6 关 0 时 ,xr(B) = 二 4 ,=> 7r(MA)= 4 
214 
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@a 二 =0, 但 a 一 b 关 0 时 ,r(B)= 二 3 字 7 三 35 
@a+35 关 0, 但 a 一 天 中 时 ,rr 人 )-= 注 全 r(4)=1. 


| 题 型 K 综合 题 | 
Ye 
To Tatl = Tn 
【 例 2. 23】 TN : (%), 


求 limz ;limy,. 


【 解 】 | 2 [= 


dg 


i uf 6 | 直 l 
| 2 We 3 | 
Yn 3 5 Lo 0 yo 
业 
-pl he f= ) Os) 
.0 1 Yo 2 "3 0 和 —2 3 
21 
一 工 She 
二 国 
eT 
12T 


所 以 limz, 一 lim( 一 16 二 守 ) 一 一 16， limy, = lim( 一 12 十 共 ) = 一 12. 
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重要 公式 : 
(1) 施 密 特 正 交 化 公式 . 
设 qi,@:，…,@; 为 线性 无 关 组 , 则 其 对 应 的 正 交 向 量 组 可 按 如 下 公式 求 ; 


[pi ,0; | _ [pi ,| Lp; ,es | i 
Bb Cl ,Pp Qs Ep ,8 本 应， "ps = 0s [8 BP Lp; ,pF ， 


(2) 过 渡 和 矩阵 ， 
设 向 量 组 CI CC2， 0 与 Pp PB; es PB 是 R” 的 两 组 基 , 并 且 有 
1 = anQi 十 aiz0z 十 … 十 ConC， 


BbB: = ari@i 十 azzgs 十 … 十 ConGn， 
bn = call 十 Cozgz TT dm sn. 
则 Q 二 |” “” |, 称 为 旧 基 ,a，… ,a 到 新 基 忆 , 居 ,… ;局 的 过 渡 和 矩阵 . 


Qn dn ”Um 


题 型 [ ”有 关 向 量 的 概念 及 其 性 质 的 命题 | 


””【 解 题 提示 】 (1) 本 章 的 重要 概念 :向 量 的 线性 组 合 ,向 量 组 的 线性 相关 与 线性 无 关 , 极 大 

:线性 无 关 组 ,向 量 空间 的 基 ,一定 要 记 灼 ;2) 重要 定理 :增加 向 量 不 改 相 关 , 增 加 分 量 不 改 无 关 ; 

等 价 向 量 组 等 秩 ;被 表 出 的 无 关 组 的 秩 不 超过 表 出 组 向 量 个 数 ,一 定 要 深入 理解 并 记 住 ; (3) 两 

:个 向 量 组 是 否 等 价 一 般 是 通过 研究 它们 的 极 大 线性 无 关 组 是 否 等 价 入 手 . 
【 例 3.1】 填空 题 

(1) 设 P= (yk) 能 由 @i = (一 有 1;1)y@z = 二 (1;1 十 有 ,1)s@3 二 (1;1,) 


唯一 线性 表 出 ,; 则 =  _. 
(2 要 有 向量 组 wi 三 (11,150 二 (4 ,20 二 (2.0520 = = 
Ql :0 ,0 线性 相关 ; 当 = 时 ， 它们 线性 无 关 . 


(3) 设 向 量 组 gl ,az ,ws 线性 无 关 , 若 向 量 组 lx 十 oz ,as 十 os ,mes 十 wi 也 线性 
无 关 , 则 常数 1,m 的 关系 是 
(4 六 流向 量 组 @i = (1,1;2, 一 2)y@z 二 (1,3, 一 z; 一 22)y03 二 (1; = 156,0); 
若 此 向 量 组 的 秩 为 2, 则 xz = 
【 解 】 〈1) 8 可 由 eli ,os ,as 唯一 线性 表 出 的 充 要 条 件 是 oo2 ,0s 线性 无 关 , 即 
二 1 | 
Tt 1 
1 1 k 
故 满足 要 求 的 & 值 为 一 切 不 为 零 的 实数 . 
(2) 向 量 组 wi ,oz ,as 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 
else 


三 (1 一 起 ) 症 1 十 1 一 《1 十 太一 (I= 二 入 一 和 = 及 省 明 


二 2t 十 3t 十 2t 一 4 一 3t 一 此 = 一 些 十 4t 一 4 闫 0， 
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即 “一 2 时 :oowsyos 线性 相关 ,tt 去 2 时 线性 无 关 . 
(3) 设 3 常数 包 ,kzsk 使 得 
Ai Clzl 十 wz) 十 (az to) tk (meas oa) 一 0， 人 
@ 式 可 改写 成 (hl 十 ki)@i 十 (Ri 十 有) 十 (ks 十 mks)@: 一 0， 
kil+k; = 0,， 
由 于 @i ,wa ,0s sx TR 十 ks = 二 0， 
k; TT mks = 0. 
又 由 于 齐 次 线性 方程 组 仅 有 零 解 &1 一 已 一 心 一 0， 
下 
ye 
0 3 坑 
(4) 取向 量 组 @i ,az ,as 的 前 三 个 分 量 构成 的 向 量 组 @i = (1,1,2),@z 一 (1,3， 
一 ZZ),@ 二 (1, 一 1,6) 仍 线性 相关 (因为 mi yas ,as 的 秩 为 2,oi ,az ,os 线性 相 


故 其 系数 行列 式 三 Nl 丰 135801=> ml 闫 = 1， 


闫 ) ;于 嘴 
:we 1 

[G7,G7.0]|= Il 3 —1|=18—z—2—6—z—6=0 二 > z=2. 
TS 6 


【 例 3.2】 单项 选择 题 
(1) n 维 向 量 gi,@z 1'**y@;(3 入 委 2) 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 
(A) 存在 不 全 为 零 的 锯 ,ks，…,k;; 使 i@i 十 kz@i 十 … 十 ka; 关 0. 
(B)@ ,0; ，… ,@&, 中 任意 两 个 向 量 线性 无 关 
(OC)@ yo ，…,@, 存在 一 个 向 量 它 不 能 由 其 余 的 向 量 线性 表示 . 
(CD)w ,…，,w, 任意 一 个 向 量 都 不 能 由 其 余 的 向 量 线性 表示 . WE“ 
(2) 7 维 向量 组 gl ,as ,…,a, 线性 无 关 的 充分 条 件 是 
(A)ai ,0;，…,@, 中 没有 零 向 量 . 
(B) 向 量 组 gl ,as ,…,a, 的 个 数 s 委 宛 
(C)@ ,02 ，…,@, 中 任意 两 个 向 量 的 分 量 不 成 比例 . 
' (D) 某 向 量 太 可 由 wryxs,，…,a: 线性 表 出 , 且 表 示 法 唯一 . 耻 已 
(3) 向 量 组 wi ,wz ,…,@; 线性 相关 的 充 要 条 件 是 
(A)ai,@:，… ,a; 中 有 一 零 向 量 . 
(B)o yo ，…,@; 中 任意 两 个 向 量 的 分 量 成 比例 . 
(C)a ,ms ，… ,a, 中 有 一 向 量 是 其 余 的 线性 组 合 . 
(D)@ ,0s，… va, 中 任 一 个 向 量 均 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 . 下 
(4) 若 向 量 甩 可 由 向 量 组 ci ,wz ,…,@; 线性 表 出 , 则 
(A) 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 户 ,k;,…,k; 使 等 式 B = 二 ki@i 十 … 十 ka 成立. 
(B) 存在 一 组 全 为 零 的 数 ,ks,…,k, 使 二 ol 十 … 十 a 成立. 
CC) 向量 8,o ;a; ;… ,Qa, 线性 相关 . 
(D) 对 的 线性 表示 式 不 唯一 . C0 
【 解 】 (1) 向 量 组 @i ,6s…,@; 线性 相关 的 充 要 条 件 是 至 少 存在 一 个 向 量 可 由 其 余 的 s 一 1 
2 


第 二 篇 ”线性 代数 


个 向 量 线性 表 出 . 于 是 ,可 知 该 向 量 组 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 其 中 任意 一 个 向 
量 都 不 能 由 其 余 的 ;一 1 个 向 量 线 性 表 出 . 可见 (D) 入 选 . 

0 
0|， 
0 


本 题 也 可 用 举 实例 的 排除 法 求解 . 例如 对 于 (A) 显然 对 于 向 量 组 w = 


1 
2 
lL 


1 0 
0 


0 


,存在 不 全 为 零 的 数 1,0,1, 使 1， 十 0 。 本 下 二 


1 
0 0 

一 1 一 1 
同样 的 方法 可 排除 (B),(C) 入 选 , 故 (D) 入 选 . 

(2) 本 题 用 举 实例 的 排除 法 作 , 可 知 CA)、《(B)、(C) 都 不 人 选 , 故 (D) 入 选 . 

(3) (A),(B) 仅 是 w ,wz ,… ,a 相关 的 充分 而 非 必要 条 件 ,(D) 充分 而 非 必要 ,(C) 
为 正确 选项 . 

(4) 向 量 的 线性 表 出 定义 中 没有 对 存在 的 常数 ,ks,…,k; 作 任 何 规定 ,因此 可 知 
(A),(B) 不 入 选 .同时 也 没有 提 到 表示 法 是 否 唯 一 的 问题 ,可 见 (D) 也 不 该 入 
选 , 故 (C) 入 选 . 


| 题 型 ”有 关 线 性 表 出 判别 的 命题 | 


【和 解 题 提示 】 7 NN ;应 ，…" 肝 的 线性 组 合 的 程序 : 
四 令 w 三 名 甩 十 十 CB 
回 写 出 与 上 式 等 价 的 线性 方程 

bukit bakz tt "thik, = a, 

bizki 二 bzzk2 二 "bak;: = ass 


天 0 ,但 Ql 02 7103 却 不 是 线性 无 关 , 而 是 相关 的 ， 于 是 否 掉 (A). 


baski 十 大 开关 中 HOC 
二 图 若 方程 组 无 解 , 则 @ 不 能 由 语 , 记 ,及 线性 表 出 ; 若 方程 组 有 解 , 则 一 为 用 , 甩 ,…, 忆 的 
线性 组 合 . 
: (2) 有 关 线 性 组 合 的 证 明 题 证 题 思路 : : 
: @ 馈 证 有 可 由 向 量 组 Qi ;0s，*…sQs 线性 表示 ,只 需 证 表达 式 局 Qi 十 ics 十 "十 kQ， + 
hn 了 一 0 中 ki 了 关 0, 即 可 ; 
-加 证 明 下 面 方程 组 


ail bi 
ClIii 十 Corza 十 2 天 交 三 已 b 
Ur 
| ;其 中 四 三 | p= | 
ee Te Ts eh 省 避 :有 pF L 
ba pb, 
(3) 反 证 法 或 用 极 大 线性 无 关 组 法 . . 0 


【 例 3.4] 课 袍 "二 二 (RS A 34 十 3)",@; 三 一 总 外 时 A 为) 6 = G25ABIE13X 汁 3 下 和 
218 
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PB 二 (4,24,0)”, 问 当 4 为何 值 时 ,(C1)8 可 由 aiyasyvas 线性 表 出 且 表 达 式 唯一 ; 
(2)B 不 能 被 a1 ,as ,as 线性 表示 ;(3)B 可 表示 为 ai,@; ,ai 的 线性 组 合 , 上 且 表 达 式 
不 唯一 . 

【 解 】 令 有 = kw 十 ko@s 十 Acs, 则 有 

(Qc+3)ki 二 +k, 十 2k; 二 和， 

仿 ! 十 QU 一 Dk 十 0 十 1)k; 二 2X， 

(34 十 3)ki 十 燃 s 十 (A 十 3)k 一 0. 

A 十 3 1 2 | 


Ms li = Wl 
34 十 3 A 4 十 3 
和 十 3 1 2 A 十 3。 过 2 
14|= A a= wll= "A A SR 
34 十 3 和 A 4 十 3 A 0 0 
(1) 当 |4| 关 0, 即 4 了 关 0 且 4 关 3 时 ,方程 有 唯一 解 , 即 B 可 由 Qi ,Qs ,os 线性 表 出 ， 
且 表 达 式 唯一 ; 
CE Ol SG 
| 2 |- Gl :| 
i» 8 6:m) [2 GG 
2 


3 ee a di iG 
-| = oll :| 

0 0 = 4 oO dal 
r(4) 二 2,7(A) = 3,r(4) 关 7(4), 所 以 不 能 由 a asyas 线性 表 出 ; 


3 le ns. i Md 
oni = -| 1 ed 
:0 


Sl 
LL 
-| 读 佑 | - ,人 
oe Re a 


当 A 时 ,5 可 由 Q1,0zs@s 线性 表 出 ,但 表达 式 不 唯一 . 
| 题 型 五 ”有关 线 性 表 出 的 命题 的 证 法 


[ 解 题 提 示 j 证 明 方 法 有 和 如 下 三 种 . ; 
二 定义 法 . 即 证 明 表 达 式 :Aioan 十 到 zzz 十 二 kas 二 kip = 0 中 的 总 有 洲 0. 
2” 方程 组 法 . 即 证 明 如 下 方程 组 有 解 


aeeseassoeeseseshanessssseooeeeeseeesese a 中 Ci 三 Bp 一 


本 a te me i 
Ce A ae ee 十 2 区 二 下 
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【 例 3.5】 设 8 可 用 @y;azs，… ,0 线性 表 出 :但 不 能 由 wi ;02 ,… ,Qi 线性 表 出 ,证 明 :av 可 
由 glivsazmyoci 有 线性 表 出 ， 
【证 〗 由 题 设 记 可 由 xi,o ,…':'av 线性 表 出 ,所 以 存在 mm 个 常数 ,局 ,*…,k, 使 得 
B= kg kets 十 十 局 Oo 十 这 
欲 证 ww 可 由 xi :oz ,…*a :有 线性 表 出 ,只 需 证 局 天 0. 用 反 证 法 . 若 不 然 ,A 二 0， 
则 8 二 kui 二 开本 十 ; 即 B 可 由 aliy0z 30i 表 出 . 矛盾 , 故 寻 天 0， 
关 怕 :让 
om 8 er， ‘00 Ea, ,地 命题 得 证 . 
【 例 3.6】 设 向 量 组 wx ,as ,… ,Qn 与 向 量 组 @i ,0;，… ,0 ;有 相同 的 秩 , 证 明 :B 可 由 1， 
oz on 线性 表 出 . 
【证 】 设 ci az ,… :on 的 秩 为 7 ,不 妨 设 @? ,oz ,…,&” 为 其 极 大 线性 无 关 组 , 则 
秩 (@Y ,oz ，… ,0 有) 一 秩 (alyaz， 0p) 一 元 
向 量 组 eri ,oz ,… ,a ,的 向 量 个 数 为 r 十 1, 故 @? ,oz ,… ,a ;线性 相关 ,而 @i ， 
02 ，… ,0 线性 无 关 . 故 有 可 由 @? ,oz ,… ,Qa 线性 表 出 , 又 由 于 Qi? ,@;? ,… ,Qa 与 
Qi;02，… ,Qn 可 互相 线性 表 出 , 故 记 可 由 wai'az,…,aw 线性 表 出 . 
【 例 3.7】 设 w ;02，… :0 与 向 量 组 Qj ,G2，…,@, :8B 有 相同 的 秩 , 证 明 :8 可 由 avas ，……:an 
线性 表 出 . 
【证 】 “一 ” 
设 a ,ws，…,@, 线性 无 关 ,B 为 任 一 n 维 向 量 , 则 十 1 个 n 维 向 量 ai ,as ，,… ,a,b 线 
性 相关 ;于 是 3 不 全 为 “0” 的 十 1 个 常数 :ki ,hk ，,… ,kk, ;k, 使 得 
Aiei kz@ 二 "ka, kB = 0, 
上 关 0( 若 不 然 上 二 0, 由 @i,@2 va， 线性 无 关 > | AR2 k, 0 
ko，… sknsk 不 全 为 “0” 牙 盾 ;) 于 是 


二 
设 任 一 妹 维 向 量 及 可 由 ai ,Gs,…,@, 线性 表 出 ,不 妨 设 为 阶 单位 阵 EE 的 各 列 向 
量 gj (= 二 1,2,%,n), 即 &1 ;B22 ，…B 可 由 QlG@2 >…,@ 线性 表 出 ,又 02 和 
可 由 g1 ;82,"… yes 线性 表 出 , 故 鲁 wo;…3a 与 81Y8v ,和 ,Eg, 等 价 . 从 而 秩 (@i ,az ，…， 
ou) 二 秩 (81 ,82 10781) 三 n, 帮 -oy02，…s0, 线性 无 关 ; 


题 型 入 ”向量 线 性 相关 性 的 证 法 


【 解 题 提示 】 ”思路 之 一 (定义 法 ) ”证 题 程序 如 下 5 
(1) 令 Gi 十 kG 十 … 十 kuQm 二 0, 其 中 司 , 书 守 " 员 上 为 常 台 1 
: (2) 将 上 式 展开 整理 ,使 之 能 直接 利用 题 设 条 件 ,判断 i ,As ，…,kn 的 取 值 情况 ,或 者 对 上 
式 作 革 种 变换 (或 运算 )y 再 利用 题 设 条 件 , 判 断 所 ,As,…,Rw 的 取 值 情况 ,从 而 得 出 向 量 组 的 
:线性 相关 或 无 关 ， 
; 思路 之 二 (方程 组 法 ) 将 线性 相关 性 的 问题 转化 为 齐 次 方程 组 有 无 零 解 来 分 析 . 
思路 之 三 ( 反 证 法 ). 
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【 例 3.8】 设 向 量 组 @ ,gl,… ,a,,awi(s 宇 1) 线性 无 关 , 向 量 组 记 ,pB,,…,p, 可 表示 为 Pp; = 
她 十 HG 一 1, 2 5) ,其 中 (i 二 1,2,…,s) 是 实数 , 试 证 向 量 组 ,Pp ，…， 
及 线性 无 关 . 
【证 了 设 本 5 个 常数 名 ， 三 使 
kiBi + ksB; kp, = 0, 
即 ARCa1 十 五 gz ) Tk (Ge 二 Ti) 二 ky(g; 二 tawi) 0, 
展开 , 按 w ,Qa;,… ,a; ,Qi 整理 ,得 
kiQi 十 (三 kh)6G (kt i+ ko, ktia,. = 0. 
因为 gi ,@z，,…,@; ,Qs 线性 无 关 ， 
ki 三 0， 
hiti + kz = 0, 
1D > 大 | 二 二 “二 此 ,二 0. 
ant Be = 0, 
kt, = 0. 
故 忆 ,PB ，… ,Pp: 线性 无 关 . 
【 例 3.9】 设 向 量 组 @i,@s,，… ,wm 线性 无 关 , 向 量 记 可 由 该 向 量 组 线性 表 出 ,而 向 量 应 不 
能 由 这 个 向 量 组 线性 表 出 . 证明: 向 量 组 @i,@s,…,@, 夫 ;十 忆 线性 无 关 ( 其 中 1/ 
为 常数 ). 
【证 〗 设 习 讽 十 1 个 常数 包 ;k,，…,k,,k; 使 


Rit + Boma te Rt PED by = Wm 
则 必 有 ”三 0, 若 不 然 & 关 0, 则 
k k» 沁 二 
Pb po Eo? 本 Wn — (Bi 


又 所 二 Gi 十 和 0 十 … 十 ha 代入 上 式 , 得 
及 一 一 (后 和 4 一 (各 十 家 1)& 一 … 一 (各 十 ioljan， 


与 假设 记 不 能 由 Qi ,cs ,…，,aw 线性 表 出 矛盾 . 
故 上 二 0, 于 是 外 变 为 ki@i 十 ko@; 十 … 十 kaa 一 0， 
由 wi ,as ，… ,0 线性 无 关 , 所 以 
kl = ks = = = 0, 
由 @ 可 知 Qi;@s，…,@, ;Bi 十 PB 线性 无 关 . ” 
【 例 3.10】 设 有 向 量 组 @; = (Qi 人 ,i 二 1,2,… MMm 志 nn, 试 证 :向量 组 @ ,os ,…,@, 
线性 无 关 , 其 中 al ,as,… ,a 是 m 个 互 不 相等 上 且 不 为 零 的 常数 . 


Wn = 2 714 


2 = (az sr oc Ns 2 


【证 】 由 题 设 Wesvorseo some niesasrs Oe . 和 


a 2 
Qe ee [a Cn 9 区 4 Sc Qs 
2 ja 
a a ay ,Nas a 
Wa We a L= ra 2 
1A4|= = Qa | 
2 
VY i LR 二 个 wo 


22E 
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二 [这 TEA | | (a 


le&i<ij<m 


故 Qi yyC2 :0 线性 无 关 . 


【 例 3 11】 设 A 是 nn 阶 方 阵 ,o “02 035 是 nn 维 列 向 量 , 且 a 0Ag1 =a,Ag; =a os, 


Aa; 二 aa 十 03, 试 证 :Qi ,0 ,@s 线性 无 关 . 
4wi = ai (A—E)a = 0; 
〖 证 】 由 ju 一 Qi 十 0 sa = 中， 
Ag; = @;: tas (A— E)a; = @;， 
设 存在 三 个 常数 ,ks ,ks 使 得 
ki@gi 十 ks@; + ksas = 0， 
用 A 一 EE 左 乘 上 式 两 边 , 得 
ki(A— E)a +k:(A—E)ag, + ki(A—E)a: = 0, 
由 @ 有 kz@ + ks@; = 0， 
青 用 A 一 E 左 乘 上 式 两 边 , 得 


al 天 
ksQ1 i 0 > k: Qa 


依次 代入 四 ,加 得,k = 0,& = 0, 即 
Ri = = 6 = 0 Q1 oa :03 线性 无 关 . 


【 例 3. 12】 设 72 维 问 量 w， "02 线性 无 关 , 且 Qi :0 线性 无 关 “ 阁 wi 3C2 均 分 别 与 Q3 103 证 交 ; 


证 明 ;@i :ws ,as ,al 线性 无 关 . 
【证 〗 设 常数 ,ks ,ks,k, 使 
ki@i + kz@s + ka@s 十 局 Ci = 0，, 
分 别 用 @ ,os 与 上 式 两 边 作 内 积 ,得 
ki (Qi 01) Tk (G10) ka sos) 十 人 Ciyon) = 0, 
ki @2 01) + ko (Ga 02 ) 二 (G2 y0 Rl s0) = 0, 


四 


© 
©® 


由 于 @&i sO 分 别 与 3 ,0 正 交 ,所 以 (ai 03 ) 一 《Cl Qi ) 一 0 (az ss ) = (Crz iQ = 


0, 于 是 ,由 @@.@ 分 别 得 出 
A 一 0， 
ki(@2 El) + ks (G0) = 0. 


(xl .0i) (Qi ,02) a 
2 = (a 0 ) (Oa sO = 0 0 SSO, 


因为 
(Cs "01) (Qs "02 ) 


所 以 二 妈 二 0: 代 和 中式, 得 


因为 a;.@; 无 关 
ks@s 十 ko 0 上 > :ks'= Ri 0s 


由 以 上 可 知 ki Asz = As 和 ks = 0 , 故 Ql 02 05 0) 线性 无 关 . 


【 例 3.13】 设 A 为 4 阶 方 了 泗 . 有 4 个 不 相同 的 特征 值 如 ;, 枯 , 加 ;Xi; 对 应 的 特征 向 量 依 次 为 


Qs:02 03 0. 令 P= oioe 十 0 十 or 
证 明 :8,48.4 8,4 PB 线 性 无 关 . 
【证 〗 因为 A; 二 Xa: (i= 1,2,3)， 
所 以 AB = Al(@ai 二 os too) = NG hm + ha0s TT Ao, 
APB= Aa Ne the tA) = Xo thio + Aig Alo:, 
222 
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438 = Aio TR A 十 Mo， 
设 四 个 常数 ,Rsks ;有 ,使 
kB+ikAp+ kiA B+ kAB= 0, 
即 。 有 (ea 十 0 二 Gi 十 0@i) 十 和 (Ai 十 zaz 二 Na@s 十 NG) 十 (Af@i 十 @z 十 
XB -ie ) Tk Ao 十 Xias 十 ias 十 04) = 二 0, 按 @i ;02 ,0 ,04 整理 
过 (ki 十 尼 和 十 如 十 Ri 十 (ki 十 kohz 十 ka 和 2 十 kA) 十 (ki 十 kzAs 十 
央 十 kA)@s 十 (ki 十 koh 二 kA 二 A)o: = 0. 
由 于 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 线 性 无 关 , 所 以 cl ,az ,as ,ai 线性 无 关 , 于 是 
hi 十 kA 十 aAf 十 At 二 0， 
十 koAz 十 ks 如 十 A2 二 0， 
局 十 Xs 十 Ra 十 kA3 一 0， 
后 十 As 十 本 好 十 Ai 二 0 
| 因 - 允 
人 
其 系数 行列 式 | 和“ 
1 AN 从 
i 
因此 方程 组 四 仅 有 零 解 = ks ==& = 二 二 0, 故 命题 得 证 . 
【 例 3.14】 设 4 是 2” 阶 正定 抢 阵 ,ai ,as ,as 是 非 零 的 元 维 列 向 量 , 且 al'Aa; = 0(i 关 ji， 
7 一 1,2,3) ,证 明 :wl ,oz ,as 线性 无 关 . 
【证 】 设 常数 局 ,es ,使 
ki@i TT ks@; + ks@s 一 10， 
将 上 式 两 边 左 乘 以 wi A, 得 
Ai4wi 十 zol4x; + ksail A 一 0， 
由 wzhe; = 0(i1 关 jisj = 二 1,2,3), 可 知 上 式 后 两 项 为 “0”, 于 是 
ealAm = 0， 
由 于 4 正定 ,ol 天 0,al4ui 之 0, 从 而 所 = 二 0. 
同 理 可 证 : 久 二 ks 二 0, 故 wasyos 线性 无 关 . 


| 题 型 V ”向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 及 向 量 组 秩 的 有 关 命 题 的 证 明 


: ”【 解 题 提示 】 (1) 求 极 大 线性 无 关 组 的 方法 :利用 矩阵 行 的 初等 变换 ( 切 不 可 用 列 的 初等 
:变换 ). : 
” 。 解 题 程序 :QD 以 向 量 组 中 各 向 量 作为 矩阵 的 列 ;G@ 对 所 构成 的 矩阵 施行 行 的 初等 变换 ,将 
矩阵 化 为 阶梯 形 和 矩阵 ;G@ 阶梯 形 短 阵 中 ,每 一 台阶 取 一 列 , 则 对 应 的 向 量 所 构成 的 向 量 组 即 为 : 
: 极 大 线性 无 关 组 . 
(2) 被 大 线性 无 关 组 的 证 明 方法 . 


= (Ms C—A) Ms 一 Ms 一 22 一 MG 一 2 一 15) 尖 0， 


。 (1) 定义 法 ( 即 要 证 明 两 点 :OD 所 给 的 部 分 组 线性 无 关 ;G 向 量 组 中 任 一 向 量 可 由 该 部 分 
:组 线性 表 出 ). 


Ci 利用 等 价 性 证 明 ( 若 已 知 某 向 量 组 为 向 量 组 T 的 极 大 线性 无 关 组 , 且 又 可 证 明 向 量 : 
组 全 的 部 分 组 与 菜 向 量 组 等 价 , 则 可 证 该 部 分 组 为 向 量 组 的 极 大 无 关 组 ). : 
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【 例 3: 15】 设 有 向 量 组 ES (1 3 20 2 (7 ;350514,3) ,0@s = (2， 05 1 70 = (59, 
1,6,2) ,@; 二 (2, 一 1,4,1), 求 :(1) 向量 组 的 秩 ;(2) 求 此 向 量 组 的 一 个 极 大 线 


性 无 关 组 ,并 把 其 余 的 向 量 分 别 用 该 极 大 无 关 组 线性 表示 . 


i 
"0 m1 
A= (af ,al ,a! ,ol ,a!) = 
【 解 】 人 a a 
-后 
和 2 5 2 A 
= 二 We 
oe Wm 2 0 a et y 
5 1 | 0 OO- JR- 


(1) 从 台阶 的 个 数 , 可 知 w ,as ,as ,a ,as 的 秩 为 3. 
(2) 在 每 个 台阶 中 选 一 对 应 向 量 , 例 如 CI 02 Os 或 ly03 05 501 04 05 均 可 作为 极 


大 线性 无 关 组 . 
不 妨 选 wi ,wz ,as 作为 极 大 线性 无 关 组 ,将 B 化 为 标准 形 
5 = 2 浊 
I $0 2 1 0 rs E 晤 良和 铅 寺 
二 
We 1 其 图 归 
Re 人 ES 3 ss 
a 0 1 1 0 is 0 lL 0 
dro 0 -<0 0 >; hn 
议 宙 三 和 而 半 二 三 十 员 ， 太 二 一直 汪 请 
1 3 3 2 3 3 1 
2 == | 4 
[3. 16] 设 A 二 (mm,@ 0) 一 2 a 2 :B= (P,Pp) = 0 3 ,验证 ol ,0s， 
a 2 = 
os 是 R’ 的 一 个 基 , 并 把 B ,p; 用 这 个 基线 性 表示 . 
FEF 2 二 一 -ET 一 1] 2 2 :—4 2 
0 Cp a i dt ee i 入 
[一 1 2 Bn 而 汉 2 2: OE 
人 2 2 1 = 
人 0 - 
ad #31 @ :T=8. 7 0m. 0 
多 4 
1 2 | 2 本 ,号 二 ss 和 
二 下 用 人 
i Te (| 一 地 wi 
2 
BE -要 | 二 


因为 4 一 五 , 故 0 02 05 为 RR 的 一 个 基 5 且 有 
.24 
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2 
ph Sa 0 @» f= So 让 个 3 0 
【 例 3. 17】 ， 设 癌 量 组 T:a ,az :av 的 穆 为 rr 二 1)* 证 明 疝 量 组 下: 让 三 好 十 os 十 二 an， 
及 = "On 十 @3 十 + PB 一 人: 十 cz 十 -本 1 的 秩 也 为 Ve 


-让 解 题 提示 ] ”等 便 商 量 组 的 秩 相 等 ,因此 要 证 两 商量 的 秩 相 等 ,可 内 证 明 两 商量 天 竺 入 
人 
【证 】: 显然 向 量 ][ 可 由 向 量 组 工 线性 表示 ,以 下 证 明 向 量 组 工 可 由 辐 量 组 工 线性 表示 . 
将 向 量 组 [中 各 向 量 房 ,PB,,…;p, 的 表示 式 相 加 ,得 
Bb 二 Bp 十 … i 二 (72 寺村)GCOm 十 Cs 才 EU 


过 要 十 入 ' 雍 "… 卡 @ 三 到 + fp ps 


二 二 (有 gd el 


这 表示 问 量 组 1 可 由 向 量 组 了 [表示 ;于 是 向 量 组 1 与 了 [等 价 , 故 向 量 组 , 访 ,…,p, 的 
秩 也 为 7. 
【 例 3. 18〗 设 向 量 组 IT :olyas ,as; 回 量 组 [ :ooezyasyoi3; 向 量 组 芽 :oi as ,osyai, 若 
r([)=r(f) = 3,r( = 4 证 明 :r(o¥oBasvos 一 区 态 三 出 
【证 】 rm G2 Cs 0 0) = 4 等 价 于 ciy0a ,03 ,05 一 Q 线性 无 关 , 现 证 之 . 设 3 四 个 常 
数 有 ,kz ,kk ,使 得 
Ai 十 zez 十 ks@s + kG; — 0) = 0, (@, 
因为 r(I) 二 7([) 二 3; 所 以 @i;@; ;Qs 线性 无 美 ,而 xi as ;0; yw 线性 相关 ,因此 
Qs 可 由 a1,@s yas 唯一 表示 , 即 存在 常数 Mi ,hz ,A; ,使 
04 = Ai@ 十 zz 十 )303 ， @ 
将 @ 代入 四 并 整理 ,得 
(局 一 和 BO (Rs — MR 0 (ks — AR 705 Ro 三 和; 
又 由 rr( 轩 ) 二 4; 可 知 @iy@zs@s;@s 线性 无 关 , 于 是 
| 
I — XAski 0， 
< = k= ks = ks = 0 
ks CO—Ask, = 0; 
区 
故 oli ybz oa os 一 @4 线性 无 关 , 即 roleyosyos 一 下) = 二 4. 
| 题 型 WH 求 过 渡 矩 阵 与 向 量 的 坐标 


【 解 题 提 示 】 设 0 yz On 与 及 应 及 是 7 维 向 量 空间 R" 的 两 组 基 , 则 由 基 wi 3 02 
0 到 基 忆 , 谢 ，…, 必 的 变换 公式 为 [放声 ] 二 [ai was，…,a ]Q, 其 中 


Cil QI12 Gin 
0 G21 “U22 U2n 


Cnl ng | Cs 
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【 例 3. 19】 求 R 中 的 向 量 w 在 基底 w 二 (1,2,1),@; = 
= (3,1,4),p, = (5,， 
【 解 】 议 辣 蜂 忆 如 册 捉 谍 下 的 江 标 从 别 5 


,Pp ,B; 的 过 渡 和 矩阵 为 


bee es 
2 % LL |- 
I 和 1 A 6 


0= 


1 
故 ”坐标 变换 公式 为 四 


3 


(2,3,3),@s 二 《3,7,1) 和 基底 所 


2,1),p; = 二 (1;1, 一 6) 下 的 坐标 变换 公式 ， 


2 1y3)， 由 公式 QI yyC2 03 到 


2 
1 20 | 


4 12 8 


Zi) 和 (yyy 
et 5 .人 
1 Ss -| 全 | 
SE 


= — 1 a 
9 20 9 .yz2 | 
人 


【 例 3.20】 已 知 R 中 的 两 个 基底 分 别 为 w 王 (e,1,1)7,as = 二 (0,6,1)',@s 二 (0,0,c)' 与 


Bb = (—1,—=1,x).,p, 


二 (y, 一 1,1),p = (一 1,z,1), 且 由 基底 @i ;6 ,ws 到 基 


Hl. | Pe 
底 忆 :PB, ,Pp 的 过 渡 阵 为 O = E 1 , 试 求 人 机 5 的 值 . 
0 2 0 
【 解 】 由 题 设 .有 Ep, :psp = [a @; ,0; ]0， 
一 全 
eh > Re 
即 = RE 办 0 i 2 5 
| | z 王 一 了 寺 :25， 
CS 1 1 1 让- 0 2 0 
元 三 一 1， 
并 
Wl zz i 


,a 题 型 a 


人 


避 
CE 向 为 和 n= 他 二 区 or) 站 起 7 
oo , aoa 
PT 访 : 
一 一 + ( 子 -) ala oo 
[1 /4 oo 
内 为 wxa 为 非 零 实数 4 i 4 二 时 
所 以 wz(ara)ai = (a'a). on' al “加 十 a'a “on' =E. 
故 4 为 正 交 和 矩 阵 . 
【 例 3 22】 设 wi +s02 ， ”0 一 1 是 R" 中 (一 个 线性 无 关 向 量 组 :Pi ,Bb; Ey sOQ2 9°°° sOn=1 还 
交 , 证 明 : 记 ,Pp 线性 相关 . 
【证 】 由 定理 :向 量 个 数 大 于 其 维 数 的 向 量 一 定 线 性 相关 可 知 gl ,@s,…,@ 1 ,P,P 这 (n 
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十 1) 个 nn 维 向 量 必 线 性 相关 ;于 是 3 (n 十 1) 个 不 全 为 *0” 的 常数 局 ,ks，… ,1 A1， 
12， 使 和 Ci 十 gs 十 "二 awit 十 Ap AB = 0; 个 

又 ”Qi ;G2，… ,Qi 线性 无 关 ,A1 ,hs 必 不 全 为 "0”( 若 不 然 , = 和 = 一 0, 则 局， 
…,k, 1 中 必 不 全 为 “0”, 于 是 w ,os ,…,a， 线性 相关 ;了 矛盾). @ 式 的 两 边 分 别 与 
P,P: 作 内 积 , 由 正 交 条 件 , 有 

MB Bi ts py) = 0 paspBi) + No Ba 0, 


由 内 积 性 质 
Ss (PB :AB 十 42pB;) (CA1p 十 7 ,Bi) 一 0， @) 
同 理 可 知 = AB 十 A2 Pp: ,pb ) i Vy @ 


XX 回 十 A X 回 ,由 内 积 运 算 性 质 , 可 得 ”Xp 十 XB ,Bi 十 XsB:) = 0， 
过 u 忆 十 42pB。 二 0, 又 1, 不 全 为 0, 故 Bb ,应 线性 相关 . 


co 
Ra 
~3 
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有 关 线 性 方程 组 解 的 重要 结论 : 

非 齐 次 线性 方程 组 ”Ax = 二 b， ‘Ek (1) 
其 导出 组 ( 即 齐 次 方程 组 ) Ax = 0. (2) 
A 系数 矩阵 , 4 二 《A ib) 一 一 增 广 矩 阵 


(I) 解 的 性 质 : 
1” 导出 组 解 的 线性 组 合 仍 为 导出 组 的 解 ; 
2” 非 齐 次 方程 组 4x = 的 任 两 个 解 的 差 为 其 导出 组 的 解 . 
CI[ ) 通 解 的 结构 : 
1” 导出 组 的 7 个 线性 无 关 解 的 线性 组 合 为 其 通 解 
Y= Gy(z) 二 Cy (rz) + Cry)s 
其 中 Oe Sa 为 任意 常数 ,yi (XT) ya (XT) ss Yn (ZT) 为 4x = 二 0 的 n 个 线性 无 关 解 . 
2” 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 等 于 其 导出 组 的 通 解 与 其 任 一 特 解 y" (zx) 之 和 ; 即 
y= CG) = Cm Cnt HG ry (md. 
( 开 ) 关于 4x ==b 解 的 讨论 : 
1” 车 r(4) =7(4) = 2( 未 知 数 个 数 ) , 则 Ax = 有 唯一 解 ; 
2 若 7(4》 关 (3 则 A 三 大 无 解 ; 
3” 车 r(4) 二 7(4) 二 rr 二 nn, 则 Ax = b 有 无 穷 多 解 ,其 基础 解 系 所 含 解 向 量 个 数 为 


(Ni 一 7 个 ， 


| 题 型 ”有 关 线 性 方程 解 的 概念 及 性 质 的 命题 | 


【 例 4.1】 填空 题 
(1) 设 却 阶 方 阵 和 的 各 行 元 素 之 和 均 为 “0”, 有 是 7r(4) = nn 一 1, 则 线性 方程 组 AX 
二 0 的 通 解 
(2) 设 A 为 n 阶 方 阵 , | 4 | 二 0, 且 a 的 代数 余子 式 A 了 关 0, 则 AX == 0 的 通 解 


(3) 设 四 元 非 齐 次 线性 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 为 3, 已 知 wyoz yws 是 它 的 3 个 
1 1 

9 | 

9 :OQ = g , 则 通 解 

8 9 


解 向 量 ,其 中 Oi = 


Xi 27x — 2 = 0 
(4) 已 知 三 阶 和 矩阵 B 半 0, 且 B 的 每 一 个 列 向 量 都 是 方程 组 4 2z 一 z 十 和 zs 三 0 的 
dm w= 
解 , 则 DX = i | B | 三 
228 
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(5) 方程 组 A 六 二 0 以 绰 二 和 ,0,1 站 ,Ez 二 (0,1, 一 1)' 为 其 基础 解 系 , 则 4 为 


(6) 设 训 ;全 ，… ,是 方程 4X 三 5b 的 解 ; 若 如 TW 十 有 宙 十 … 十 kn; 也 是 AX 二 
b 的 解 , 则 ki ,ks，…,k, 应 满足 条 件 ' 
【 解 】 (1) 因为 x(4) 二 nn 一 1, 所 以 齐 次 方程 组 的 基础 解 系 所 含 向 量 的 个 数 n 一 (n 一 1) = 
1, 又 由 题 设 
an 二 az 二 引 Wy =0 (i =)2 ,In), 
显然 ca 1 十 Ca 十 科 十 Ga 1 三 0 (i= 20n)s 
显然 专 二 (1,1,"… ,D7 是 WX = 0 的 一 个 非 零 解 . 
1 
故 通 解 为 一 感 " 一 k| ,|. 
1 
(2) 因为 | 4 | 二 0;Aw 关 0; 所 以 r(4) = n 一 1 于 是 AX 二 0 的 基础 解 系 所 含 解 向 
量 的 个 数 为 即 一 (nn 一 1) 三 工 . 


IE/105 三 耿 
下 因为 aiAa 十 ajzA 十 … 十 anAm 一 9 


大 瑟瑟 
所 以 (An ,A ，…,Ab)" 为 AX 一 0 的 非 零 解 ,可 作为 基础 解 系 . 
An 
故 ”AX 一 0 的 通 解 为 6 二 &| 
A 
(3) 因为 r(4) = 二 3， 所 以 导出 组 4X = 0 的 基础 解 系 所 含 向 量 个 数 4 一 3 = 1, 由 
解 的 性 质 , 可 知 
2 1 1 
18| 19 9 
(wi 一 o) 十 (ao 一 中) 一 20 一 (os 十 om) = od | 一 一 齐 次 方程 组 解 ， 
16」 19 7 
1 1 
9 9 
故 ” 非 齐 次 方程 的 通 解 为 & . 十 gl 
7 8 
(4) 因为 三 阶 方 阵 B 关 0, 所 以 B 的 列 向 量 pBi;, ,Pp; 不 全 为 "0” ,而 方程 组 (2 个 未 知 ， 
1 一 少 
n 个 方程 ) 有 非 “0” 解 充 要 条 件 系 数 行列 式 三 0, 即 |2 一 1 4X | 二 1 一 4 十 
| 


61 一 6 一 1 十 4 一 0=) = 1. 
叉 因 为 ”B 的 每 一 个 列 向 量 都 是 方程 组 AX = 0 的 解 ， 
所 以 2B = 二 0, 由 A 关 0; 必 有 1B|==0; 若 不 然 |B| 尖 0, 则 8B 可 道 ,于 是 
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在 AB = 0 的 两 边 右 乘 以 B 得 4:= 0, 与 条 件 矛 盾 ; 故 必 有 | 了 |= 0. 
(5) 这 是 一 个 反 求 方程 组 的 问题 , 亦 即 求 系数 矩阵 4 的 问题 ,矩阵 4 的 求法 如 下 : 

@ 将 所 给 的 基础 解 系 为 行 向 量 作 和 矩阵 B; 

@@ 求 方程 组 BX = 0 的 基础 解 系 ; 

@ 将 第 三 步 所 求 得 的 基础 解 系 为 行 向 量 作 和 卸 阵 , 则 该 矩阵 即 为 所 求 矩 阵 当 . 
于 
1 
ll 


1 0 
@ 1 


令 B 一 [。， |]: 解 方 和 组 |” 一”, 得 = 


A 二 要 1 所 求 方程 组 为 Fr = 0 
(ONAL bam | i = MD Bed es bb, 
人 光 汪 而 二 过 二 而 己 出 


【 例 4.2】 选择 题 
1 0 
GD 要 使 和民 二 | 名 三 1 | 都 是 线性 方程 组 4X = 0 的 解 , 只 要 系数 矩阵 4 为 
2 | 一 1 
2 ed 
CASE= 2 oad CB)| 。 oe 
me pe a 
CE 和 | (D)|I4 一 2 一 2|. 【 】 
0 1 1 
(2) nn 元 线性 方程 组 AX = b 有 唯一 解 的 充 要 条 件 
(A)r(A)= nn. 
(B)r(A) = n. 
(CC)4 为 方 阵 且 | A | 关 0. 
(D)r(4) 二 nn, 且 4b 可 由 A 的 列 向 量 组 线性 表示 . 【 】 


(3) 已 知 3 阶 实 和 矩阵 4 = (aj )3xs 满足 条 件 : 
OO | A | = 1;@ass =™ 1;@a; Ee Wy ] 1,2.3), 其 中 A; 为 a; 的 代数 


TI 0 
TAR- 0 | 的 解 是 
5 1 
号 1 0 1 
| 5 (B) | 有 CN 6 wo | 【 】 
3 让 


(4) 设 一 个 元 齐 次 线性 方程 组 的 系数 矩 阵 A 的 r(4) 王 7 一 3, 上 且 a as as 为 
此 方程 组 的 三 个 线性 无 关 解 , 则 此 方程 的 基础 解 系 是 
《和 六 一 而 22365 上 上 而 一 2 
(Ba 十 asaz — Qs vas ai. 
(Car ans 7 Za S30 + 2a 
(BD)2a a — 2as -ai va, aas; 【 】 


第 四 章 线性 方程 组 


二 站 2 
【 解 】 (CD 仿 例 4.1(5), 令 B= | ) pe 


—'i9 
X! 一 一 27s 
2 


可 知 〈(A) 入选 . 
(2) Ax 二 有 唯一 解 的 充 要 条 件 是 7r(A) = r(4) = 元 
显然 (A),(B) 只 是 必要 条 件 ,而 非 充分 条 件 ,(C) 是 充分 而 非 必要 条 件 ,4 可 以 
不 是 方 阵 , 故 (D) 入 选 . 
(3) 由 A; 应 马上 联想 到 4 ”及 行列 式 按 行 (或 列 ) 展开 . 
ii LAs! iAa a Ad Ca 
显然 | A= A Ass | Qn | 
is Mss Ass 1 a) Lod 


一 3 

于 是 14" |=|4 | 下 交 1A' | A | 全 | 之 :| 下 |=|4 | ， 
ar = As 

= 14|==0( 舍 去 ), 1 41=1; 又 1=|4|=anAa 计 a Asz 十 dsAss 二 一 一 一 


; 2 ; 2 
a 十 a 和 ;十 a$s,== a 二 a3z 和 十] | 污 , a31 十 Zaz 0 > Qa asz = 0， 


mi 0 XI 0 
3 | 3 1 


0 区 让 0 ca as as] fo0 Qs] 0 
a 14|=1 
一 Ti 0 = Xs» A 更 -1.0 由 二 dtl2 1 G22 ，C32 g 三 Ca3z | 一 0 
1 3 1 13 Gz3 433 1 33 = 


故 ”可 知 (C) 入 选 . 

(4) 因为 r(4) 二 nn 一 3, 所 以 基础 解 系 所 含 解 向 量 个 数 一 2 一 (一 3) 三 3. 又 由 于 
解 的 性 质 ,可 知 四 组 备 选 答案 中 任何 一 组 的 三 个 向 量 均 为 解 向 量 . 现在 要 验证 
的 是 哪 组 解 线性 无 关 . (A) 组 以 qi,qssas 为 坐标 所 对 应 的 系数 行列 式 

= 0 

oe 
I 2 3 
页 ”元 而 ?2g573cs 十 Qi 一 -25 线性 无 关于 是 (A) 人 大选; 


| 题 型 ”含有 参数 的 线性 方程 组 解 的 讨论 | 


”【 解 题 提示 】 1) 含 参 数 的 nn 个 未 知 数 nn 个 方程 的 线性 方程 组 , 当 n3 时 ,通常 利用 系 
: 数 行列 式 进 行 分 析 讨论 : 当 系数 行列 式 | A | 闫 0 时 ,方程 组 有 唯一 解 , 用 克 菜 姆 法 则 求 之 ; 当 系 
: 数 行列 式 | A | 二 0 时 (此 时 参数 值 已 确定 )， 则 利用 增 广 耻 阵 村 久 守 计 交 化 为 桩 形 咽 淹 别 有 
:无 解 ,有 解 时 求 出 通 解 . 

: (2) 当 方 程 的 个 数 关 未 知 数 的 个 数 ,或 虽然 二 者 相等 ,但 nn 汪 3 时 ， 通常 是 对 方程 组 的 增 广 
: 答 阵 和 A 二 (4 i 6b) 施 以 行 的 初等 变换 化 为 梯形 阵 ,然后 再 对 参数 讨论 方程 组 有 无 解 ， 有 解 时 来 
:出 解 . 变量 的 系数 中 不 含 参 数 的 方程 也 用 此 法 . 


= 二 0, 
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2 十 Axs 一 4， 
【 例 4.3】 4 wh 一 十 | 2 
Fe es ee 


有 唯一 解 ,无 解 , 有 无 穷 多 解 ?并 在 有 无 穷 多 解 时 , 写 出 方程 组 的 通 解 . 
【 解 】 这 是 三 个 未 知 数 三 个 方程 的 线性 方程 组 ,用 方法 (1) 求解 简便 . 


区 ， 庆 0 
14|= 4 一 了 工 外 三 2 十 后 人 十 4 二 和 二 十 5 站 6 三 (站 272( 十 3)， 
居于 二 1 


(i) 当 4 去 一 3 且 4 关 一 2 时 ,方程 组 有 唯一 和解; 


《下 无 当 议 震 一 秃 四 5 
2 L hl nbs 2 1 
和 st he 
三思 


5 =—=2 一 1 : 一 | 
r(4) = 二 3,r(A) = 2, 故 方程 组 无 解 ; 


( 诈 》 当 = 一 一 3 时 
人 一 0 4 
一 3 一 1 1:2 


BE 3 
二 上 三 和 区 
0 0 0:i=3 


5 2 二 上 1 
Ta 6 1 4 —1:—6 
2"—8 "0: 4 | = 2 6 


2 下 的 页 元 区 
i 
Om "OW OF © 0 ro 1 woo Da 


rt4) 三 3,r(4A) 二 2, 故 方程 组 无 解 . 


一 和 


一 到 


> 


ZX1 十 zz 二 下 寺 到 一 0 

【 例 4.4】 问 &a,6 为 何 值 时 ,方程 组 i 
, ro Np = = 
301 | 2 wy a = 1 


有 唯一 解 , 求 出 唯一 解 ; 无 解 ; 有 无 穷 多 解 , 并 写 出 通 解 . 


FTF 1 1 | 1 1 0 
i od 2 ald 2 2 
(0) 0 a; om 
3 2 1 a 注 1 Deh —2) vee "= 1 
em eg 1 0 
i ee 
ol :6+1 
0 0 Le 从 


(1 ) 当 e 天 1 时 ,方程 组 有 唯一 解 
2 一 a 十 2 ”2 二 20 二 3 ， 51 


i »2 3 
~ os | 


wd 
(让 当 &a = 二 1,6 关 一 1 时 ,7r(4) = 一 也 I 访 (U7 二 3 方程 组 无 解 . 


7 一 0. 


p32 
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CD 315 三 一 】 肘 


gh UH OI 4 1 =0 Wy 
> BN CR 2 1 
1 he i IG 0 6 G0 
| Oe 
= 
Ei 二 一 二 一 两 L 
pe = i 0 
0 
1 1 
2 2 
导出 组 的 基础 解 系 6& 王 ji 全 一 
0 1 
1 1 —1 
二 昌 2 1 
故 方程 组 的 通 解 为 1 二 1 十 k2 和 Ey . ;其 中 ,ks 为 任意 常数 . 
0 1 0 


题 型 下 ”有 关 基 础 解 系 的 命题 证 明 | 


【 解 题 提示 】 基础 解 系 的 证 法 有 : 

(1) 定义 法 : 即 证 明 一 组 向 量 为 线性 无 关 的 解 向 量 , 且 任 一 解 向 量 都 可 由 它 线性 表 出 . : 
: (2) 设 Ax 三 0 为 n 个 未 知 数 的 章 次 线性 方程 组 ,r(A) 二 7, 欲 证 (n 一 7) 个 解 向 量 为 基础 解 
: 承 只 需 证 它们 线性 无 关 即 可 | 

【 例 4.S$】 设 wm ,aiyoz，…… 0， a 一 Bb #0 0) 基于 n—r 十 ] 1 圳 二 性 贡 交 将 解 问题 ,CA》 

二 了 ,证 明 i:@i 一 0 ,02 一 Qo yQw, 一 (Qo 是 导出 组 Mx 二 0 的 基础 解 系 . 

区】 二 二 然 ;W 匀 ani 一 二 为 和 i 一 7 个 向 量 : 

a 可 知 该 疝 量 组 为 4x =0 的 解 向 量 组 .以 下 证 明 其 线性 无 关 . 
设 ed i PE i 
ki(@i —00) Tt kets — O00) 二 (0 “00s 
,pe i ,0 2 Sn a 
因为 xi 三 :0 线性 无 关 ; 
所 羽 汪 | 于 六 二 人生 和 AN 有 -0 区 即 而 子 流 1 主考 而 克 号 0 oo 线性 无 关 ， 
故 妈 一 oosoos 一 0 0 ;一 @ 为 导出 组 的 基础 解 系 . 
【 例 4.6】 已 知 和 4 是 m Xn 矩阵 ,其 mx 个 行 向 量 是 齐 次 线性 方程 组 Cx = 0 的 基础 解 系 ,B 
是 nn 阶 可 逆 和 矩阵 ,证 明 :BA 的 行 向 量 也 是 Cx = 0 的 基础 解 系 . 
【证 】 由 题 设 4 的 行 向 量 是 Cx = 0 的 解 , 即 CA' = 0， 
则 | BAVT = = (CA B= 0B”= 0; 
即 ”BA 的 行 向 量 是 Cx == 0 的 解 . 
由 于 A 的 行 向 量 是 Cx = 0 的 基础 解 系 ,所 以 4 的 行 向 量 线性 无 闫 ,于 是 mm = xr(4) 
| 0 
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人 人 用 
又 BB 可 逆 , 于 是 7r(BA) = r(4) = 二 m= 二 nn 一 r(0), 即 BA 的 行 向 量 线性 无 关 , 其 个 
数 恰 好 等 于 nn 一 xr(O) , 故 命题 得 证 . 

akiizi arzsd Tam, = 0, 


【 例 4.7】 sree Slid bu 的 WERE 


【证 】 


234 


Wn Li isd Hr end = 0% 


Cll Q12 5 Qln | 
: : | 
Mn nl2 "dnln 


设 MGi = 1,2,…,n) 是 和 中 划 去 第 i 列 所 得 到 的 n 一 1 级 子 式 .证 明 : 
(1) COM ,一 Mi，…,( 一 1)"™!M,) 是 方程 组 的 一 个 解 向 量 ; 
(2) 如 果 A 的 秩 为 n 一 1, 则 方程 组 的 所 有 解 向 量 是 (Mi — My (— 1 MN) 


动 三 


的 倍数 . 
作 妈 阶 行列 式 
Qil Qi2 Qin 
a a a 
Di|= i = 29 1 
Ql,l Ql1,2 2 Qn—l ,un 


因为 也; 的 第 一 行 与 第 i 十 1 行 是 相同 的 ,所 以 Di 二 0 
D; 的 第 一 行 元素 的 代数 余子 式 依 次 为 Mi, 一 M2,…,( 一 DMMis 
将 D,; 按 第 一 行 展开 ,得 
aiMi 十 归 ( 一 NM ) 十 十 癌 区 一 TANM 三 0 (1255 一 革 ) 
这 说 明 (M ,一 Mi ,…'( 一 1 M,) 满足 第 i(i = 1,2,…,n 一 1) 个 方程 , 故 它 是 方 
程 组 的 一 个 解 . : 
(2) 因为 r(4) 三 2 一 1 ,所 以 方程 组 的 基础 解 系 所 含 解 向 量 的 个 数 为 ”一 (2 一 1) = 
1, 同 时 因为 r(4) 一 2 一 1 说明 4 中 至 少 有 一 个 人 一 1) 阶 子 式 关 0; 即 Mi， 
Ms ,一 ;MM 不 全 为 “0”3 于 是 《Mi ,一 Mwy( 一 1)w1M,) 是 方程 组 的 一 个 非 零 
解 , 它 可 作为 方程 组 的 一 个 基础 解 系 . 故 方程 组 的 解 都 是 (Mi, 一 M: ,…， 
(一 1)"!M,) 的 倍数 . 
转 涉及 代数 和 余子 式 的 间 题 , 当 和 矩阵 的 行 或 列 数 不 相 同时 ,如 本 题 这 样 构 
造 行列 是 一 种 常用 的 方法 ,这 种 证 明 称 为 构造 性 证 明 法 ; 
@ 当 提 及 方程 组 的 解 是 某 形式 解 的 倍数 时 ,应 联想 到 某 形 式 解 是 方程 组 
的 基础 解 系 : 
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| 题 型 ”涉及 两 个 方程 组 解 之 间 关 系 的 命题 的 讨论 


【 解 题 提 示 】 这 类 问题 的 解决 通常 是 通过 两 方程 组 的 基础 解 系 来 分 析 . 同时 还 应 理解 线 
性 方程 组 ( 工 ) 与 (上 ) 有 非 零 公 共 解 的 含义 ， 
了 方程 组 ( 工 ) 与 (了 ) 所 构成 的 大 联 立 方程 组 的 非 堆 解 , 即 为 方程 组 ( 工 ) 与 ( 呈 ) 的 非 零 公 
2 仿 方 程 组 ( 工 ) (下 ) 的 通 解 表达 式 相等 , 求 出 非 零 公 共 解 , 即 为 方程 组 CT ),( 上 [) 的 非 
: 零 公共 解 . : 
。 3" 将 已 知 的 通 解 表达 式 代 入 另 一 个 未 求 出 通 解 的 方程 组 中 ,确定 出 通 解 表达 式 中 基础 解 
: 系 的 系数 , 即 得 两 方程 组 的 非 零 公 共 解 . 


【 例 4.8】 设 有 两 个 四 元 齐 次 线性 方程 组 
Bt Xx» = 0，, 1 — ot 
0 十 工 富 GD 人 zt 
Xs— xX1 = 0, Ty 


求 :(1) 线性 方程 组 ( 工 ) 的 基础 解 系 ; 
(2) 试 间 方 程 组 CI ),( 开 ) 是 否 有 非 零 公共 解 ? 车 有 , 求 出 所 有 非 零 公共 解 ; 若 


没有 , 则 说 明理 由 . 
Lt bg woes I “0 U0.0 1 
【 解 】 wa=|, i no tel 1 io :ie 
0 | 
Xr = x 0 | 
| ”基础 解 系 为 ” 乌 二 ,| | ,= 
Ta = XI4 1 0 
0 1 
(2) 求解 方程 ( 1),( 了) 构成 的 联 立 方程 组 ,其 系数 矩阵 为 
下 Tl i a 
QR 0 
下 wa 
QO sl ll I el male ol 
= 
X1 一 一 2 
相应 的 齐 次 方程 组 为 | =--= ,基础 解 系 为 ”& = 
i a 
1 
= 
故 (1)、CID 的 非 零 公共 解 为 、 始 二 | | 让 天 0 
1 
2 ee 
【 例 4.9】 设 四 元 线性 方程 组 ( 工 ) 为 0' 六 已 知 齐 次 线性 方程 组 ( [ ) 的 通 解 为 


Ai(0,1 1 0) + ka(—1,2,2,1). 
(1) 求 方 程 组 ( 工 ) 的 基础 解 系 ; 
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(2) 问 线性 方程 组 ( 工 ),( 工 ) 是 否 有 非 零 公共 解 ? 若 有 , 则 求 出 所 有 非 零 公共 
解 ; 若 没有 ; 则 说 明理 由 . 
【 解 】 1) 方 程 组 ( 上) 的 系数 矩阵 为 


用 证 了 0 有 二 
4 一 | 1 册 le 。 |, 相应 的 方程 组 为 E> 
一 1 
0 
基础 解 系 为 6& 二 j SE 6 ,; 通 解 为 ”Ci1(0,0,1,0) 十 Cs( 一 1,1,0,1). 
0 1 
(2) 解法 一 ;” 令 Ci1(0,0,1,0) 十 Cs( 一 1,1,0,1) 二 kiC031,1,0) 半 刀 ( 一 1,25231)， 
= 西行: 人 EEC 
& 和 2k Cry hi 二 +2ks—C;=0, 
hi 二 +2ks 一 Ci， 二 hi+2ks— C=0, 
Kb = ky TF Cha, 
1 0 一 1 WOW) 第 1 0 一 1 OO 
ra 2 0.1 Ili 2 0 —Wpmmpmom ll lo no = 
LT Qnd r= 0 0 1 一 :1 OO mi 
0 0 一 Cod 1 or © oR Wo 0 OOm 0 
ki =— CC, 
同 解 ”方程 组 为 [ae 令 上 三 Cz; 则 方程 组 的 解 为 &( 一 1,1,1， 
人 


1) ,天 0, 此 即 为 方程 组 (工人 [) 的 所 有 非 零 公 共 解 . 
【 另 解 】 先 求 出 以 ;8 为 基础 解 系 的 齐 次 方程 组 . 


0 1 1 0% TH -pp a= 0 二 了 
| | | 
1 "et 


1 0 
= 0 —1] 
对 应 的 齐 次 线性 方程 组 | “基础 解 系 为 “办 一 | | 全 一 | ， 
4 ~ Ts 
业 0 
Xl 
于 是 得 出 方程 组 CI )| 。 i | ew 即 全 这 
a 0 = ll 
Ta 
2 人 你 从 区 
Ty 一 元 = 0 
求解 方程 组 的 基础 解 系 . 
fy 6 | 0 
一 = 0 
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ry ,ee eG 
II 一 一 
i 0 111 i eh 
S 二 天 = 多 
1 | I 0 “Io ss | 
ms = 
站 一 天 二 而 0 具 贡 柯 泪 入 0= Ok 右 风 6 


I 
基础 解 系 为 , ;其 通 解 为 x = 二 上 (一 1,1,1;1) sk 关 0, 此 即 为 方程 组 (了)、(I[) 


1 
的 所 有 非 零 公共 解 为 (一 1,1,1,1),k 关 0 为 任意 常数 . 
【 例 4.9】 已 知 线性 方程 组 了 
all 十 ai 十 十 而，2za 一 0， 
azlZl 十 azzdz2 十 六 十 ay2o22 = 0， 


G 


Gtr daa pr i ansandr 05 
的 一 个 基础 解 系 为 (CO » biz [a sbiian } Y (ba :D2 ys sbaisn) se » (hb,1 ,Orz » 
2 
试 写 出 线性 方程 组 

p2 biz ys TT Oriony2i ='0, 

boiyi TT bez yz tt bznyz2n = 0, 


bn yt bay te brany2s = 0. 
的 通 解 , 并 说 明理 由 . 
Ql We MA Bir Ds Ts Dig 
su | WA | 
Qn Qn | -anid ba hi Bes Toss 
则 方程 组 CI ) CI) 可 分 别 简 记 为 4X 一 0 与 BY = (0. 


由 题 设 可 知 4B 7 一 0 考 (4B")"= BAT 一 0. 
于 是 可 知 ,4 的 ?” 个 行 向 量 的 转 置 为 (IT) 即 BY = 0 的 个 解 向 量 . 


r(B)=n 


全 | 可 


【 解 】 令 A= 


由 于 4 的 秩 = 272 一 r(B) 一 2, 则 4 的 ”个 行 向 量 线性 无 关 , 从 而 它们 的 转 置 
构成 BY = 0 的 一 个 基础 解 系 , 故 方程 组 (本) 的 通 解 为 
YI ki 


ob 0 be 
k, 
| 题 型 了 综合 题 | 
Tn 一 Tn-l + 2 


【 例 4. 10】 设 | a 时 0 一 2， 0 一 1， = 
Se a nt a = 


Wy Jaleo a abd s] [2 
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] 2 
求解 特征 方程 


Az| 二 -5。 


(ji 属于 心 = 一 1 的 特征 向 量 为 
lee veld = ll 
“(ii9 属于 2 二 5 的 特征 向 量 为 


pe ee a 


0 
二 4 ol ok 
i 
2 == 3L2 一 1 


二 
故 双 王 (PAP-D” 二 人 二 各 3 


[y= bs -i Ra a alls | 
:0 a a 二 加 
相 es 区 [ | 


得 ww 二 5 二 (1) 

【 例 4. 11】 利用 克 莱 姆 法 则 证 明 .n 次 多 项 式 不 能 有 多 于 nn 个 互 异 的 零点 . 

【证 】 设 nn 次 多 项 式 为 f(z) = az 十 az 十 当 击 GE 寺 三 晴 友 证 法 证 明 . 若 不 然 , 设 
了 (去 大 有 有 直人 在 页 时 的 特点 圳 iv 即 1 六 二 (三 12 ET) 
二 让. 

eR ee 

QoX2 市 Qayz2 各 十 


| QA+DAm5)=0 = N=—1, 


亦 即 


着 
这 可 看 作 关于 wa，……'a 的 十 1 个 变量 的 齐 次 线性 方程 组 ,其 系数 行列 式 为 


es 业 
ey ps 1 
= TI (fam. 
TH 

Tatl ei ”Tatl 
于 十 yan = = 0, F(x) = 三 0 与 f(x) 为 n 次 多 项 式 巴 盾 . 
故 命 题 得 证 . 

人 = Ti a a . 


【 例 4. 12】 证 明 方 程 组 于 也 aalZ1 十 Q2z2.Z2 十 Q2sE34 J 


D3 = aazxi 十 aszizes 十 CaZ3， WR 
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只 有 零 解 ,其 中 ar 均 为 整数 (i,j = 1,2,3). 
(an 一 去 十 azx2 十 Qis Xa 一 0， 
【证 】 将 原 方程 组 变形 为 : azi Xt 十 (aQ22 二 3) 十 &zizs 一 0， 
aslzl 十 QazZzr 二 《aaa 一 3)z 一 0. 


为 证 原 方程 组 只 有 和 零 解 ,只 需 证 明 齐 次 方程 组 的 系数 行列 式 D 关 0. 


这 地 一 浇 U12 U1 
令 FG}Y= C321 Czz 一 人 Q23 
dai U32 Q33 一 从 


由 于 ay 全 为 整数 , 故 f(4) 是 4 的 以 整数 为 系数 的 三 次 多 项 式 . 
设 jh) = 一 必 十 ba 十 6b64 十 刀 ;其 中 如 ,banbs 均 为 整数 ,显然 f( 去 )= D. 


又 (去 )= 一 (二 ) 十 号 (至 ) 十 如 ( 诗 )++ = B126 + 4b: + 86s) 


| 


(一 ] 十 21m)， 
其 中 为 整数 ,由 于 2m 一 1 闫 0, 故 /|( 去 ) 关 0, 即 D 关 10. 


〖 例 4. 13】 方程 组 Ax 二 0, 其 中 A = 《qi 二 0,1 一 1,2,…,n;, 证 明 A 的 第 一 
j=] 
列 代 数 余子 式 都 相等 , 即 有 A, = Aij(i= 1,2,… 737 二 1,2,,n). 
【证 】 因为 Da, 三 0,i 三 1,2,…yns 故 |41==0,r(4) 二 nn. 当 r(4A) 二 n 一 1 时 ,A* =0， 
结论 显然 成 立 . 当 r(4) = 二 nn 一 1 时 ,A4" ==| A |E=0,A' 的 列 向 量 是 Ax = 二 0 的 
解 向 量 ,而 6 二 [1,1,…,1] 是 Ax = 0 的 解 向 量 , 且 是 基础 解 系 , 故 存在 常数 ,使 得 
[LA » Az Ai | = k[1,1,…,1], 故 A 的 第 一 列 的 代数 余子 式 全 相等 . 
【 例 4.14】〗 设 4 为 ” 阶 方 阵 , 证 明 :r(4") = (4”!)， 
【证 明 】 先 证 方程 组 A"x 一 0 与 Anx 一 0 同 解 . 
若 4x 一 0, 则 4”xz 二 0, 因此 A"x 三 0 的 解 必 为 4 xz 一 0 的 解 ; 
反之 , 当 4 YY = 二 0 时 ,如 果 A"x 关 0, 设 如, ，… sh 使 如 x 十 如 Ax 十 … 十 A"x 一 
0, 依 次 用 4 ,4 ,，…,4 乘 该 式 , 即 得 三 及 二 … 二, 二 0, 故 这 (n 十 1) 个 向 
量 线性 无 关 ,这 不 可 能 ,所 以 4"x = 二 0, 于 是 可 知 4"x = 二 0 与 A”'x 二 0 同 解 , 故 
rea = rrCAT 


i — ws te S00 
3 — ty = 0 
【 例 4. 15】- 求 齐 次 线性 方程 组 1 人 ， ”的 解 空间 的 一 组 标准 正 交 基 . 
I— Xz Xxs = 0, 
i= Os 
【 解 】 对 该 方程 组 的 系数 矩阵 A 作 初 等 行 变换 
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1 0 = Wd 0 
0 Q@ 三 0 0 6 
人 1 = 0 0 yl 6 1 0 0 
9 0 cl gg. © Ee 
“观光 0 0 
4 0 一 人 © 日 和 0 
Ri 
9 1 二 = 这 全 人 六 人 0 0 
于 是 化 为 同 解 的 阶梯 形 方程 组 为 
Zi 一 2 十 Xe =0s Xi 一 Zi 一 5， 
[= 即 ZX2 = Ti， 
ma 0 =0s Xa = Ti。 


因 7(4) = 3, 故 解 空 间 的 维 数 为 5 一 3 三 2, 即 基础 解 系 含 2 个 线性 无 关 向 量 , 由 上 式 
易 得 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 . 

oi Cll I 0 oe = (0 00 TF. 

最 后 ,将 wyoz 正 交 化 , 取 康 = wi = (1,1,1,1,0)7， 


三 > (Coz ,Pp' ) ns J 
PB = 0 — wp pp (C= 150.0.031)T ll 
> A 
=| i 
二 
故 [Bp | (0 | (| 


即 为 所 求 的 一 个 标准 正 交 基 . 
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特征 值 与 特征 向 量 的 重要 性 质 

GD) 设伏 为 14 一 本 |=0 的 特征 根 , 则 
1” 和 i 十 hz 十 二 ani 十 azz 十 … 十 aw， 
多 ”着 对 

(2) 方 阵 4 的 互 不 相等 的 特征 值 41 ,Xs，… ,4,, 所 对 应 的 特征 向 量 ai ,as ,…，,aw 线性 无 关 . 

(3) 方 阵 A 的 对 应 于 4 的 特征 向 量 x ,一 定 是 非 零 向 量 , 且 对 于 任意 非 零 常 数 & 了 关 0,kx 也 是 
A 的 对 应 于 4 的 特征 向 量 . 

(4) ,4 是 方 阵 和 4 的 两 个 不 同 的 特征 值 ,xi ,zz 是 它们 对 应 的 特征 向 量 , 则 x 十 x; 不 是 4 的 
特征 向 量 . 

(5) x1 ,xz 为 方 阵 和 A 所 对 应 的 属于 4 的 特征 向 量 , 则 当 x 十 有 xs 关 0 时 ,kixi 十 koxs 也 是 
A 的 属于 4 的 特征 向 量 . 

(6) 设 1 是 方 阵 4 的 特征 值 ,k,a;b 均 为 常数 ,m 为 正 整数 , 则 


1” A ,ah 十 妇 ,A",A-1,A* (4 可 逆 ) 的 特征 值 分 别 为 从 ;级 + 和 "i 


14 | 

人 

2” 设 x 为 4 的 属于 4 的 特征 向 量 , 则 x 是 &A ,ah 十 ,A”",A ',A” 所 对 应 的 特征 值 为 从 ,aX 
十 bs4", 士 ,| 全 的 特征 向 量 . 


重要 定理 
定理 1 属于 方 阵 4 的 不 同 特征 值 的 特征 向 量 线性 无 关 . 
定理 2 属于 实 对 称 和 矩阵 的 不 同 特征 值 的 特征 向 量 正 交 . 
”定理 3 ”相似 矩阵 具有 相同 的 特征 多 项 式 ,因而 具有 相同 的 特征 值 (特征 向 量 不 一 定 相同 ). 
定理 4 nn 阶 方 阵 4 与 对 角 和 矩阵 A 相似 ( 即 A 可 对 角 化 ) 的 充 要 条 件 是 A 具有 个 线性 无 


关 的 特征 向 量 . 
i 3 
0 
we 0 ,其 中 ws， 为 和 的 个 特征 值 . 
0 
L A 
定理 5 设 A 为 n 阶 实 对 称 矩 阵 , 则 必 有 正 交 和 矩阵 P, 使 P'AP 一 A,A 是 以 A 的 n 个 特征 
值 为 对 角 元 素 的 对 角 和 矩阵 ， 
定理 6，， 阶 方 阵 与 对 角 和 矩阵 相似 的 充 要 条 件 是 对 于 每 个 此 重 特征 值 4 ,特征 矩阵 (UE 一 
AA) 的 秩 为 nn 一 上 ,. 


即 秩 (WE 一 A) 二 nw 一 
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| 题 型 [有关 特征 值 与 特征 向 量 概念 及 性 质 的 命题 | 


【 例 5.1】 填空 题 


【 解 】 
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(1) 设 3 阶 方 阵 4 的 三 个 特征 值 为 1, 一 2, 一 3, 则 .| 4 1= 54 “的 特征 
值 ;4” 的 特征 值 ;3A’ 十 24 十 EE 的 特征 值 
v @ 1 
(2) 设 4= | 1 y| 有 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 则 xz 和 yy 应 满足 的 条 
Ts tat 
件 
(3) x 是 方 阵 4 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 , 则 P AP 对 应 于 特征 值 的 特征 向 
量 
(4) 设 4 为 4 阶 方 阵 , 满 足 条 件 | 8E 十 A | 一 0,447 = 2E, 14 去 :0s 则 4 的 
一 个 特征 值 


(5) 设 4 一 4, 则 4 的 特征 值 
(6) 设 4 为 3 阶 方 阵 ; 满 足 | 4 一 E|=|A 十 2E |=|34 一 2E1|= 0, 则 |24 十 
E‘|== ， 
(1) 由 特征 值 的 性 质 : | A | 二 如: = 二 1X( 一 2) X( 一 3) = 6.4 7 的 特征 值 为 


有 一 于, 一 于 ,4 的 特征 值 为 6, 一 3, 一 2. 342 后 24 十 EE 的 特征 值 为 纹 * 半 24 十 1 


1 69,22. 


Ww 0 1 


(2) 14—2E|I= | zz 1 Ay |=0>0-DQTlD)= 0 一 1, 一 1. 显 
1 .次 :区 总 二 5 
然 要 使 & 有 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 必须 二 1 有 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 


即 ~(4 一 五 ) 一 1. 


3 Or i 
因为 A 一 B= |x 0 yy | 人 | 0 中 而 | |=o==+y=a 
和 0 0 0 人 


(3) 由 题 设 Ax = Xx 二 APP 'x = Xx ,两 边 左 乘 以 PP ' ,于 是 P'AP(P'x) = 二 (Px)， 
故 PAP 对 应 于 4 的 特征 向 量 为 Px， 
(4) 由 |8E 十 A |=| A 一 (一 8E) |= 0 一 1 = 一 8&. 


又 144' |=|12E| 二 14|:==16 二 | 和 4|= 土 4,; 因 为 | 4 | 二 0. 
所 以 4 | 二 一 4,A: 的 特征 信 为 [1X 为 4 的 特征 值 ) = 二 8 一 到. 


(5) 设 1 为 4 的 一 个 特征 值 ,zx 为 4 属于 4 的 特征 向 量 , 即 Ax =)xr,42xr 三 2Mhx 一 
XI 
因为 4 = 二 AsA’:x = Ax=XAx = i= ONDr= 010 一 切 王 0 下 = 0, 
hz 一 1, 所 以 ,4 的 特征 值 为 0 或 1. 
2 


(6) |A—E|=|A++2E|=| 3A 一 2E | 二 0 全 4 的 特征 值 1, 一 2, 志 . 
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则 2 十 瑟 的 特征 值 1 二 1:3， 一 3 二 


故 |24 十 E|=3X (3)X 志 二 -2 


【 例 5.2】 单项 选择 题 
(1) 设 A 是 n 阶 方 阵 , 妨 ,Xs 是 A 的 特征 值 ,对 应 的 特征 向 量 分 别 为 xi ,x;, 则 下 
列 结论 正确 的 是 
(A)N = 一) 时 ,xi ,xz 的 分 量 成 比例 . 
(Bi = 0 则 加 = 0. 
(ON 关 时 ,xi 十 xs 不 可 能 是 4 的 特征 向 量 . 
(CD) 关 入 ,车 二 加 十 hs 也 是 特征 值 , 则 对 应 特征 向 量 是 x 十 疡 . 
【 】 
(2) 设 A 为 三 阶 方 阵 ,其 特征 值 分 别 为 A = 3,Xs == 2,4; 一 1, 其 对 应 特征 向 量 
分 别 为 x1 ,xz ,xs, 记 了 二 [xs;xi,x2oj]; 则 PTAP 为 


3 2 1 | 
| 1 、 e| 2 | | 3 
3 有 多 
(3) 7 阶 方 阵 4 可 以 对 角 化 的 充 要 条 件 是 
4A)4 有 个 不 全 相同 的 特征 值 . 
(B)A4 ”有 个 全 不 相同 的 特征 值 . 


(C)A 有 个 不 相同 的 特征 向 量 . 
(D)A 的 任 一 特征 值 的 重 数 与 其 线性 无 关 特 征 向 量 的 个 数 相 同 . 【 】 


(A) 


1 


et : 
(4 矩阵 4 三 10 1 0| 才 矩阵 [5 了 相似 
0 :02 
ES LO EU IO 
ol 0 GB D9 ol 0 ma 
0 0 2 OR 0 OF Qi0 一 股 
【 了】 
(5) 设 4,B 为 nn 阶 方 阵 , 且 和 4 与 B 相似 ,E 为 芭 阶 单位 矩阵 , 则 
BE—A=BE—B. (B)4 与 BB 有 相同 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 
(C)4 与 BB 都 相似 于 一 个 对 角 和 矩 阵 ， (D) 对 任意 常数 1,E 一 A 与 万 一 B 相似. 
【 了 


【 解 】 (1) 当 二 入 , 即 有 重 根 时 , 方 阵 可 能 只 有 一 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,也 可 能 有 多 于 
一 个 的 线性 无 关 的 特征 向 量 ; 因 此 (A) 不 入 选 ,(B) 显然 不 人 选 , 因 为 特征 向 量 
为 非 零 向 量 . 

因 海 M(B 十 训 )》 = 二 kxr 二 x) 三 Nxi 十 加 和 3 
又 A(xi tir) = hx 十 4 EA 十 Ams 
所 以 Xsxi 十 Nsxs 二 MX 二 hx 之 (3 一)xi 十 (5 一 ha)xs = 0. 
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由 于 关 和 ;所 以 A 一 机 ,3 一 ho 不 全 为 0”, 于 是 x ,x 线性 相关 ,与 1 天 和 ， 
xl 与 x 线性 无 关节 盾 , 因 此 (D) 不 入 选 , 故 (C) 入选 . 实际 上 ,也 可 以 直接 由 特 
” 征 值 与 特征 向 量 的 重要 性 质 (4) 中 得 出 该 选 (C). 
(2) 由 特征 值 与 特征 向 量 的 对 应 关系 ,立即 可 知 该 选 (D). 
(3) (A),(C) 不 是 充分 条 件 ,(B) 充分 而 非 必要 . 故 (D) 人 选 . 
(4) 设 (A),(B),(C),(D) 中 的 矩阵 分 别 为 A,B,C,D. 
(A)A 的 特征 值 i, = hs = 1;h3 = 2, 因 而 = 二 k= 二 2,hks = 1,r(NE 一 A) = 


0 一 1 0 
r(E 一 A)= 二 rl0 0 0|=2 关 nn 一 = 二 3 一 2 = 二 1, 由 定理 6, 可 知 (A) 不 人 
OM | 
选 . 
《CBN 的 特征 信和 A 到 War 三 玉 昌吉 2 因而 是 三 高 二 区 机 三 于 
人 局 0 
天 (而 五 一 且 ) = zrI0 一 工 中- 天 | 二 一 上 三 卫 ， 
lo 0 0 


全 = 全 
risE—B)=rlo 0 jo 机 二 二 三 下 二 25 
to ,六 
故 由 定理 6, 可知 (B) 入 选 . 
(5) (A)XAE 一 A = 灶 一 B 二 >A 二 B, 因 为 A 一 B 不 定 有 A 二 BB, 所 以 (A) 不 人 选 . 
(B)A 一 B 只 能 得 出 4,B 的 特征 值 相同 ,得 不 出 4 与 B 的 特征 向 量 相 等 , 故 (B) 
不 入 选 . 
(QO) 因为 A 与 B 不 一 定 与 对 角 和 矩阵 相似 ,所 以 (C) 不 入 选 . 由 排除 法 可 知 (D) 人 选 . 
也 可 直接 推导 出 (D), 因 为 4 一 B, 所 以 了 可逆 矩阵 P, 使 得 P'AP 二 B; 于 是 ， 
Pi(E 一 A)P 一 Pi'(UE)P 一 PIAP = 二 地 一 B， 故 古 一 A 一 否 一 B, 可 知 (D) 入 选 . 


题 型 { ”特征 值 的 求法 与 证 法 | 


: ”【 解 题 提 示 】 (1) 敌阵 4 为 具体 给 阵 ( 即 人 的 各 元 素 具体 给 出 的 矩阵 ) ,一 般 利 用 特征 方 ; 
程 :| 4 一 XE | 二 0 进行 分 析 . 
(2) 给 阵 A 为 抽象 矩阵 , 则 利用 矩阵 的 特征 值 ,特征 向 量 的 定义 ;Ax 一 Xx 进行 分 析 . 
(3) 求解 特征 方程 | A 一 XE |=.0 的 根 的 方法 : 
@ ”赋值 法 ( 即 给 定义 二 上 ;车 f(k) 二 0, 则 太一 天 为 4 的 特征 和 值 ). : 
@” 降 乱 法 ( 即 利用 行列 式 的 性 质 使 | A 一 XE | 的 菜 行 (或 列 ) 有 4 的 一 次 因 式 ， 则 
f0) 一 (CA 一 外 万 (A) 万 (A) 是 关于 和 A 的 nn 一 1 次 多 项 式 ). 


A 3 Be 
【 例 5.3】- 求 矩 阵 4 二 | 一 2 3 的 特征 值 与 特征 向 量 
9 3 
FN 
【 解 】 A 的 特征 多 项 式 f0) =| 4 一 2E|== | 一 2 3 一 4 as 
2 1 3 
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#4 二 刘 六 二 3 = d= 
| | 得 1 二 (4 一 A 2 A 
0 4 一 A 4 一 人 0 1 J 
和 0 —3 
(4 CO—X) 2 2= 外 1 | 二 (一 加 ?好 认证 相让 信和 晤 王 i403 三 :和 
0 0 1 
Ci ) 属 于 三 4 的 特征 向 量 
有 0 1 1 | 人 
=] 1 > 2 eo al :| 
2 Bs ml 0 0 0 0 0 0=0 0 
A 1 
对 应 的 齐 线性 方程 组 | hn ,特征 向 量 w 一 | 一 中 
NE 3 1 


(ii) 属于 = 2 的 特征 向 量 


2 ee i 2 3 —3 
= lll 2 1 ! 2 -| 1 | 
2 1 1 0 沪 0 be 0 
Te 0 "0 0 
-| 1 1 |, 对 应 的 章 线性 方程 组 |” ,特征 向 量 a 一 i 
OO 01 1 


1 


【 例 5.4】 设 A4==E 二 ow ,其 中 必 一 . ,上 且 oe 二 2. 求 4 的 特征 值 和 特征 向 量 . 


【 解 】 令 B=ao ,; 则 A 二 EB, 设 4 为 B 的 特征 值 ,x 为 对 应 的 特征 向 量 , 即 Bx = Xx， 
于 是 有 Ax 一 (E 十 B)x = x 二 Bx = 二 x 十 Xx 一 (1 十 1)x， 
由 定义 ,可 知 1 十 4 为 4 的 特征 值 ,x 为 4 的 属于 4 十 1 的 特征 向 量 ,由 此 可 知 求 4 的 
特征 值 的 问题 转化 为 求 B 的 特征 值 . 


Ci 
B= . 
3 


于 是 ,由 特征 多 项 式 的 展开 式 , 有 

1B 一 AE |== 一 尖 十 (a 十 Q2 十 a2)XA? = 二 一 和 十 2X2， 
故 B 的 特征 值 为 41 ,Xs = 0,4 二 2. 

因此 4 的 特征 值 为 1,1,3. 

(1 ))B 属 于 4 = 0 的 特征 向 量 


a alas aias i a a 
y 因为 rx(B) =1 
Q2Q1 CQ2 2 0 ON 
0 0 0 


(al ,az sa3) ;因为 r(B) = 1, 所 以 B 的 二 阶 子 式 全 为 0. 


g 
Qad C3C2 C3 
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一 C2 一 3 
对 应 的 齐 线性 方程 组 为 TI dr dT ;所 以 所 = | Ul :E; a 0 | 


&1,&s 也 是 4 关于 1,1 的 特征 向 量 . 


( 诈 )B 属 于 X= 二 2 的 特征 向 量 
CI CI 
二 le “C= | 


al al CGI 
由 Bla;|= |az | (al ,azyas ) |as 
3 3 3 


Ql 
Ea . 就 是 B 的 属于 4 = 2 的 特征 向 量 , 即 4 的 属于 4 = 3 的 特征 向 量 . 


【 例 5.5】〗 设 A 满 足 A: 一 34 十 2E = 0, 其 中 为 单位 矩阵 ; 试 求 24 “十 3E 的 特征 值 . 
【 解 】 因为 4 为 抽象 矩阵 ,所 以 由 定义 法 求解 特征 值 , 设 ) 为 4 的 特征 值 ,对 应 特征 向 量 设 
为 x 关 0, 则 Ax 二 Ax. 
(A*—3A|2E)x = Ax—3Ax+2x = A:Xx—3Ax+2x 三 (Xx 一 34 十 2)x = 二 0 过 一 
1,Xs = 2. 
所 以 ,4 的 特征 值 为 1 或 2. 即 ,24 十 3 的 特征 值 为 5 或 4. 
【 例 5.6】 设 4 为 2 阶 实 矩 阵 ,44 -7 = E, | 4 | 二 0, 试 求 (4 ) 的 一 个 特征 值 . 


【 解 ] 因为 CA ) ”一 (4) 了 ,所 以 先 求 4” 一 上 全 (4 为 4 的 特征 值 ). 


由 A447 二 EE, 有 A 十 E=A++AA. = A(E 十 A') = A(4A 十 E)' 二 |A++E|= 
| 44™ |=|1E| 
1 外 |= 土 1; 又 1A 1 二 0, 所 以 14 1= 一 1 


9? 


| 4(4 十 BE) |=|A||A+E| | 4 十 五 | 之 


| 03 二 二 , 坟 
于 是 4” 的 一 个 特征 值 为 + = 三 ] 一 1， 


二 
故 (4 ) ”的 特征 值 为 1. 
【 例 5.7】 设 交 阶 方 阵 4 的 每 行 元 素 之 和 为 a(a 尖 0), 且 141= 2a, 试 求 (4 ): 十 24 :一 


4E 的 一 个 特征 值 . 
因为 |41=2 攻 
〖 解 】 因为 (4')* 三 | 4 | 于 A 一 一 (20) 和 4,4 =|A|A3= 2ah7，, 
CT Ql2 oe Uin A Ci2 2 U1ln 
又 Ey ds2 pe Ee 们 < 尖 他 22 一 从 Ee Usn 
Qnl Qnz i anl Gna So 
下 CI2 Cl 
a 页 U2n 
= (a—X) 下 "M6 
1 Grp oe. jr A 


过 二 a 为 4 的 一 个 特征 值 . 
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又 对 应 于 4 的 一 个 特征 值 a,A 的 一 个 特征 值 为 一 . 


故 (A* )" 十 24" 一 和 红 的 一 个 特征 值 为 。，(2a)" “at2X2aX 4 二 We 


【 例 5.8】 设 x 阶 可 道 矩 阵 A 的 特征 值 为 n 个 非 零 数 Xi ;Xs，… ,4,; 试 证 :伴随 矩阵 4” 的 特 
征 民 洲 和 | A | 2 二 和 5 
【证 】 设 ; 为 4 的 一 个 特征 值 ,其 对 应 的 特征 向 量 为 @;， 
于 是 ,Aa; 三 > Ai0; ,两 边 左 乘 4” ;利用 A* A = | A | E, 
则 得 A*Aa; = 二 XA "a 二 |Alla=1%A'a=>A'‘a; = “a 
由 定义 可 知 yi 14 | (i = 1,2,°" ,7) 为 A* 的 特征 值 . 


| 题 型 下 ”矩阵 左 一 4 是否 可 北 的 特征 值 证 法 | 


: ”【 解 题 提示 】 车头 为 4 的 特征 值 , 则 | 姬 一 4 一 0, 因 之 人 一 人 不 可 逆 ; 车 不 是 入 的 
:特征 值 , 则 | 妇 二 A| 才 0; 因 之 (有 妇 一 A) 可 道 : 当 告知 入 为 正 交 给 阵 时 ， WA 
机 网 二 项 2 
【 例 5.9】 证 明 如 下 结论 : 
(1D)A 为 n 阶 正 交 矩阵 ,14 | 二 0, 证明: 五 二 4 不 可 逆 ; 


(2)4 为 (22 十 1) 阶 正 交 矩阵 ，|4 | 二 0, 证明:E 一 A 不 可 道 . 


0 国人 | Be i 
又 |E 守 A1=|A'A14A1=|AT+EIIAI=| (AUD TI|IA| 
一 一 | E+A|=2|1E+A|=0= | E++A|=0, 
所 以 五 十 4 不 可 遂 . 


由 中 44 | 圭 |iE.|5 | 效 | 之 吏 
| 
=|A—E|=| (~—D(E-A)|= (1)" | 五 一 4 | 三 一 | 五 二 和 | ， 
二 2 |E 一 A|=0. 即 |E 一 A | 二 0, 故 EE 一 A 不 可 首 . 
【 例 5.10】 设 A 为 n 阶 实 反 对 称 和 矩阵 , 试 证 : 
(1)E 十 A,E 一 A 均 可 道 ; 
(2)(E 一 A)(E 十 A)' 是正 交 有 矩阵 , 且 一 1 不 是 其 特征 值 . 
【证 〗 (1) 只 需 证 4 的 特征 值 |4 | 和 1, 即 可 . 
设 x 为 4 对 应 于 4 的 特征 向 量 , 则 Ax == Ax; 由 A = 一 A 上 且 A 二 4, 于 是 


(2 TE—A|=|AA4—A|=|AI||A'—E| 


| (和 一 BT | 


A 

RE i 
. x AT =ANSX (A) =AA=— ix Xx 
一 AM =— A x ixSATA) XT .= 0., 


因为 x 关 0,xTx 关 0, 所 以 A 十 4 = 二 0, 即 4 = 二 0 或 4 为 纯 虚数 ， 
于 是 |41== 1 不 是 4 的 特征 值 , 故 巨 十 A,E 一 4 均 可 道 . 

(2) 欲 证 (E 一 A)(E 十 A)， 是 正 交 答 阵 , 只 需 证 
[(E—A)CE+A' CE AE+A T= EMT. 
因为 (E 一 A)(E+A)™. [CE A)(E+ A] 
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= (E—A)(E++A)[(E+A) J]'. (E— A)!' 
= (E— A)[(E+-+A)'(E-+A) I(E—A)’ 
又 A 二 一 AT 


(E—A)[(E— A)(E+A)]!. (E++A) 
又 由 于 (E 一 A)(E 十 A) 
二 (E 十 4)(E 一 A) 可 交换 性 
= (E—A)(E—A)'(E+A) ‘(E+A)=E, 
故 (E 一 A)(E 十 A) 1! 是 正 交 和 矩阵. 
欲 证 一 1 不 是 (E 一 A)(E 十 A4)“ 的 特征 值 ,只 需 证 | 一 E 一 (E 一 A)(E 十 A)” | 关 
0, 即 可 . 
因为 | 一 E 一 (E 一 A)Y(E 二 A | 三 一 17 十 十 4 了 十 4 起 术 一 4 十 4 半 |= 
(一 1 下 十 4 十 (下 一 人 | | (E+A)!' |= (~—1) .|2E||E+A|IT#A0. 
【 例 5.11】 设 和 A 为 n 阶 方 阵 ,证 明 : 和 矩阵 A 十 eE 和 YA 十 E 除 有 限 个 se,y 值 外 , 均 为 满 秩 矩 
阵 . 
【证 】 欲 证 除 有 限 个 8 值 外 ,A 十 eE 均 为 满 秩 和 矩阵 ,只 需 证 :只 有 有 限 个 值 满足 14 十 eE |= 
0. 
车 | 十 eB |==|eE 一 (一 4) |==0, 则 ee 为 一 4 的 特征 值 ,因为 n 阶 方 阵 一 和 至 多 有 
2 个 不 同 的 特征 值 , 故 除去 es 为 一 4 的 特征 值 外 ,A 十 eE 均 为 满 秩 和 矩阵 . 
现 证 74 十 EE 除 有 限 个 y 值 外 , 均 为 满 秩 矩 阵 : 
(i) 车 Y= 0; 则 7 十 E = ,显然 74 十 EE 为 满 秩 和 矩阵 . 


(让 ) 著 % 关 0, 则 24 十 E 一 y(4 十 EF)' 令 广 一 e 则 1 二 El=714+ 吧 1， 


(E—A)[L(E+A)(E—A)]' (E++A) 


由 已 证 可 知 ,除去 取 ( 一 4) 的 非 零 特征 值 外 ,yA 十 瑟 均 为 满 秩 和 矩阵 . 


【 例 5.12】 设 A,B 均 为 n 阶 方 阵 ,p(4) 是 吾 的 特征 多 项 式 ,证 明 p(4) 满 秩 的 充 要 条 件 是 
A 和 B 没有 公共 的 特征 值 . 
【证 】 设 久 ,Xs，"…,4, 为 B 的 特征 值 , 则 
DA CAAT TA A eA A 
于 是 p(4) = (A—AE)(A— iE (A NE), 
9p(A) 满 秩 仿 | gp(A) 言语 
全 | 4 一 人 五 1 天 0 三 152 ash 不 是 A 的 特征 值 . 
故 p(4) 满 秩 仿 是 A 和 B 没有 公共 的 特征 值 . 


| 题 型 ”两 矩阵 相似 的 证 法 | 


: “ 【和 解 题 提示 】 (1) 与 对 角 和 矩阵 相似 的 证 法 ;定义 法 . 即 证 明 习 可 着 矩阵 卫 , 使 P 4P 一 : 
diagQi ,han) ,其 中 ,hs，… ,加 为 和 的 特征 值 ;@ 证 明 方 阵 入 及 Ss 
向量. 

:2 证 明和 A 不 与 对 角 和 矩阵 相似 的 证 法 : @ 用 反 证 法 ; 四 证 明 方 阵 人 没有 个 线性 天 关 的 和 
征 向 量 ,或 证 对 于 及 的 菜 个 Ai 重 特征 值 Mi ;车 天 OU 一 赴 )- 天 和 于 友 

” (3) 与 非 对 角 和 矩阵 如 相似 的 证 法 :@ 定义 法 ， 印 放 明 硼 在 林道 粮 降 P, 福 1AP 二 Bi@ 竺 
价 法 , 即 人 一 Ai ~ As 一 B=4 一 且 , 其 中 人 与 A; 的 对 角 元 素 相 同 , 仅 排列 次 序 不 同 . 
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【 例 5.13】 设 阶 方 阵 A 可 对 角 化 , | 4 | 取 0, 证 明 :A" (4” 为 4 的 伴随 矩阵) 也 可 对 角 化 . 
【证 】 因为 4 可 对 角 化 ,所 以 存在 可 逆 和 矩阵 己 , 使 
PAP 二 diag(Ai SA sb A @D 
其 中 AnyAzy An 为 4 的 特征 值 ,因为 | A | 0, 所 以 A 和 天 09 二 Ly ns 
@O 式 的 两 边 取 逆 ,得 
Pp-'A7P = di 坊 ( 让 , 二 , 守 记 @ 
@ 式 的 两 边 同 乘 以 | 4 | ,得 
Pp | 41ATP = diag( 人 


a 


即 P7A*P= diag(+ 人 ,LA 全)， 
故 A” 可 对 角 化 . 
【 例 5.14】 证 明 以 下 结论 : 
(1) 设 4 为 二 阶 实 和 矩阵 , | A | 过 0. 则 4 与 对 角 和 矩阵 相似 . 


p 
tA 攻 ,rad —& 二 1, | a 十 4 |> 2, 证 明 ,4 与 对 角 和 矩阵 相似 . 


【证 】 (1) 令 4 的 特征 多 项 式 为 了 CA) , 则 


A = Qa AQ 30 


= (a -wa 十 | 


~ Q21 A— az2 a Qs22 


有. 二 | 
二 时 一 (au 十 azz)4 十 | A 1. 
设 4 的 两 个 特征 值 为 A1 ,nz ,由 二 次 方程 根 与 系数 关系 有 jhz 二 | 4 | 过 0, 可 知 
1 与 2 异 号 , 故 4 可 对 角 化 . 
(2) 令 A 的 特征 多 项 式 为 (4), 则 
f= (i+ai+1, 
因为 | ea 十 & | 二 2, 所 以 A== 一 4ac = (a 十 d)* 一 4.1.1 尖 0， 
故 A4 有 两 个 不 相等 的 非 零 实 特征 值 ,因而 4 与 对 角 和 矩阵 相似 . 
【 例 5.15】 设 A 为 nn 阶 方 阵 , 且 A 了 闫 0,4” 二 O(o 为 正 整 数 ). 证 明 :4 不 与 对 角 和 矩阵 相似 . 
【证 】 用 反 证 法 . 若 不 然 4 与 对 角 和 矩阵 相似 , 则 存在 可 道 矩 阵 P 了 ,使 P'AP = diag(41， 
A2，… 41) ;Ni 为 4 的 特征 值 . 
于 是 P'AP . P'AP . … .PAP 
m 个 
= diag(h1 ,4,) * diag(Ahi ,es As)" diag Ai ,*** ,A ), 
m 个 
Sp Ap da i SA), 
由 题 设 A" = 9 全 好 一 允 三 三 忆 全 0 订 过 和 三 二 三 炙 民 0 
由 PTI4P 一 diag(i hh) 一 O=>4 王 0 与 4 夫 0 矛盾 ,命题 得 证 . 
【 例 5. 16】 设 方 阵 4 非 奇异 ,证 明 :A4B 一 BA. 
【证 】 由 定义 法 证 ,因为 A 非 奇 异 ,所 以 可 取 P = A. 
于 是 P'(AB)P = A'(AB)A = (A 'A)BA = BA., 
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故 AB ~ BA. 

【 例 5.17】 设 4 为 ， 阶 可 逆 和 矩阵, 站 二 及 则 4 一 B*. 

【证 】 因为 4 一 了 ,所 以 3 可 逆 和 矩阵 P, 使 P'AP=B 二 1P*AP|=|1B| 二 |4|=|1 了 3|， 
因为 A 可 道 , 所 以 1A1 关 0, 于 是 18| 关 0 可 知 B 可 逆 , 又 由 P AP = B, 有 
(PAPYT = A P= 
两 边 同 乘 以 | 4 | ,注意 到 4“ = 二 |A414 ',B" = 三 | 如 | 了 ,有 


二 为 上 | 区 二 | 再 | 
Pi ATA PS=|A| Ba 


| 题 型 YY P74P = A 中 已 知 两 者 求 第 三 者 的 方法 
(1) 已 知 A 的 全 部 特征 值 )， DR 及 其 对 应 的 n 个 特征 向 量 w， 2 We A. 


【 解 题 提示 】 解法 : 令 P == [a "OQ ,| 
P- 4P 一 diag(Al sAs i yp BD 7 \ 二 Pdiag(Ai sAsz > a mye! , 
Ai ] 


A 
即 = [ol oz，… sa Le, (2 de |. 


AJ 
全 P= [ai,a;,…,a,] 的 次 序 与 diag(4i,4;，…,%,) 的 次 序 要 一 致 . 


【 例 5.18】” 设 3 阶 和 矩 阵 A 满 足 Aa; == igi(i = 二 1,2,3), 共 列 向 量 @ 三 (1,2,2)1 as 二 (2， 
— 2,.1)T ,gs E (一 2, 一 1,2), 求 乞 阵 4， 
【 解 】 由 Aa; 一 ig ;可 知 Al 1 ,As 2 3; 


I 
Pe = E = = ? 
[多 1 2 


i je 
i = 六 | -让 = 让 
Bi 上 上 


0) 


i 六 7 
es 一 2 "中 2 让 人 1|= 亏 ee 
-0 S| | i 


【 例 5.19】 设 3 阶 方 阵 4 的 三 个 特征 值 为 1,1;,2; 对 应 的 特征 向 量 为 下 三 (1,2,1)7，ow 三 
(1,1,0)T ywy = 二 (2,0, 一 1)7, 问 A 是否 与 对 角形 乔 阵 A 相似 ?车 相似 , 求 出 A 


””【 解 题 提示 】 判别 n 阶 方 阵 A 是 否 与 对 角 和 矩阵 相似 的 程序 :中 判别 方 阵 和 是 否 有 n 个 不 ; 
.相等 的 特征 值 ,有 , 则 A 一 AA; 没 有 则 进一步 判别 , @ 设 方 阵 入 的 特征 值 il 的 重 数 为 k,, 若 7(XiE: 
一 4) 二 一; 则 A 一 A, 否则 有 不 与 A 相似 . : 


ad 

【 解 ] /2 1 0 |== 一 1 关 0=> 和 矩阵 丸 有 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 污 A 与 二 个 对 角 和 矩阵 
l = 
A 相似 


ZI5O 


第 五 章 “和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


1 加 hid 1 2 1 0 
取 ei 1 | = V3 | 1 5 
LQ uel | 0 电 


于 和 训 1 ”= 用 3 20 
故 A=PAP”"=|2 1 0 1 = 3 -| 1 中 
| 2 lL 1 = LT 


【 例 5. 20】 设 3 阶 实 对 称 和 矩阵 4 的 特征 值 为 6,3,3 ,与 特征 值 6 对 应 的 特征 向 量 为 w = 
ks 求 赤 


【 解 】 设 与 wi 正 交 的 特征 向 量 为 x 二 (ziyzayzs)T, 则 zi 十 zs 十 x 二 0 之 妈 -3 Z3y 


wy 
| 1 站 | 
取 & = sale i 0 en- 一 序 0 本 |， 
1 1 0 
9 
全 
| a 
w -| 0 -| 3 一 方 0 #-| | 
1 nilns Slo yl lr Da 
6 5) 大 


””【 解 题 提 示 】 设 14 ,hz，…，h 为 A 中 对 角 线 上 的 元 素 , 求 出 入 属于 4Ai(i 一 1,2,…,n) 的 特 
: 征 向 量 Qi(i 一 1,2… 72)， 则 以 Qi(i= 1,2,.,n) 为 列 向 量 的 答 阵 P [La 2 | 即 为 所 : 
人 若 要 求 的 是 正 交 甜 阵 到 5 则 将 Ciy02 ， 0 正 交 化 ， 单位 化 后 得 El ;62 we 9 则 以 €) ,Es 了 


0 痢 1 
(1) 已 知 4 的 一 个 特征 值 为 3, 试 求 y; 
(2) 求 矩 阵 P, 使 P'A?P 为 对 角 和 矩阵 . 


A 0 0 
= 六 0 0 
【 解 ] (1) | 六 一 4 |= = DN —y+2WAt+2y=1]=0, 
0 上 。 义 二 二 六 
& OW 4 w= 
将 和 三 3 代入 上 式 ; 解 由 了 三;2. 
i 0. @ TO 
0 QF le 0+ (0 
(2) A = ,A” 一 
0 霹 , 区 癌 Qni0 三 54 
WW 人 0 1 多 HW0 4 a 
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第 二 篇 ”线性 代数 


(|)A? 的 属于 jy = 1 的 特征 向 量 
ee TO 下- 
0 4 | 。 0。 0| ,对 应 的 齐 线性 方程 组 zs = 一 z,， 
站 Ps dr 人 0 i 
1 0 0 
0 1 0 
特征 向 量 为 如 Fe : 二 0 ;三 1 
0 0 = 
Ci)42 的 属于 js 二 3* 二 9 的 特征 向 量 
:7 0 6 i 0 WV 6 0 
08 0 0 6 到 人 0 oa 0 
0 0 4 Ja -| 吊 Ei te 0 & 一 el 
0 二 外 二 000 0 A l 
1 
en 十 砚 
所 本 为 dr 下 站 和 全 
OA 
【 例 5. 22】 了 设 aa ,ai 是 n 个 实数 , 方 阵 
0 1 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 
FE : : : ; : : 
0 0 0 0 0 1 
< br re | 一 《rnr-2 一 Qi 
(1) 若是 4 的 特征 值 , 试 证 :@ = [1,4,x,…,X4"”!]' 是 对 应 于 4 的 特征 向 量 . 
(2) 阁 4 的 特征 值 41 ,1 ,…,4, 两 两 互 异 , 求 矩阵 了 ,使 P'AP 为 对 角 和 矩阵 . 
【 解 】 (1) 矩阵 4 的 特征 多 项 式 了 (2X) = 二 | 炬 一 A 二 祝 十 QA 十 一 十 QA 十 ao ,因为 4 


为 4 的 特征 值 ,所 以 f(4) = 0, 于 是 
A" 二 二 (GgA” 十 十 A 十 @0)， 


本 ] 0 0 0 0 1 
0 0 1 0 0 0 A 
M8= | : : : ; : ha 
0 0 0 0 0 
[OO = 一 Wri | a 

| A 

议和 

一 = CB Tn i) = 
bl 1 


[一 zc 十 心 十 CA 二 za) 
可 知 @ 是 A 的 属于 4 的 特征 向 量 . 
(2) 因为 4; 互 异 , 所 以 对 应 的 特征 向 量 cl ,@;， 
oj], 即 为 所 求 ( 易 证 P 4P = diag(41 ,A;， 
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“se 0 线性 无 关 , 作 P= La sO02 ss, 
“a sAn 21). 


第 六 章 ”二 次 型 


重要 定义 、 性 质 及 定理 
定义 1 二 次 济 池 ( 训 竺 让 其 中 x 一 (zi5z2svr 0)43A 汰 实 对 称 答 阵 . 
定义 2 两 个 元 阶 实 对 称 方 阵 4 ,了 3. 若 存在 一 个 可 逆 符 阵 C, 使 

C'"4C = B, 则 称 4 与 8B 是 合同 矩阵 , 记 为 4 二 BB. 
定义 3 车 对 任何 非 零 向 量 x, 实 二 次 型 f(x) 恒 有 

Cn) = Ny B00, 

则 称 二 次 型 f(x) 一 x"Ax 是 正定 二 次 型 ,4 称 为 正定 矩阵 . 
重要 性 质 
(1) 设 实 对 称 和 矩阵 4 正定 , 则 码 (Ey 之 0),47T,405 ,和 -也 正定 . 
(2) 设 A 为 m 义 nn 矩阵 ,上 且 r6A) 二 nn 二 x,; 则 4TAU 正定 . 
(3) 设 A,B 为 n 阶 正定 阵 , 则 A 十 B 也 正定 . 
重要 定理 
定理 1 设 A 为 n 阶 实 对 称 矩 阵 , 则 必 有 正 交 和 矩阵 了 ;使 

P 4P = 二 A, 其 中 A 是 以 A 的 n 个 特征 值 为 对 角 元 素 的 对 角 和 矩阵 . 


定理 2 任 给 二 次 型 /(x) 一 > airizi(az 一 ww), 总 存在 正 交 变 换 * = Py ,使 化 为 标准 型 


f= Ay Fag 十 十 入 
其 中 久 ,Xs ，… ;4 是 三 的 矩阵 4 的 特征 值 . 
定理 3 实 二 次 型 f(x) = xTAx 正定 仿 A 的 正 惯 性 指数 为 
SA 的 特征 值 全 大 于 “0” 
全 4 的 各 阶 顺 序 主 子 式 大 于 “0” 
i a nt 


>i0, 


| 题 型 ”有 关 概 念 及 性 质 的 命题 | 


【 例 6.1】 填空 题 


CI 二 bri) 一 一 4zize 十 2zpzi 十 22 的 秩 为 2, 则 : 


1 — 9 Oo 
(20 村 二 六 k 六 | 四 


人 
则 二 次 型 的 矩阵 汉王 :其 7(4) 三 


3 


| 设 二 次 型 天 (云南 2 二 4 2 和 2twy 十 2zi3; 是 正定 的 , 则 7 . 
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为 
5 
(4) 设 实 对 称 4 = 0 2 | 合同 于 对 独 矩 阵 , 即 存在 可 逆 和 矩阵 C, 使 CI4C 
0 2 一 1 
二 A, 则 C= 


(5) 设 三 次 型 f(zi ,zz ;3) 一 2 一 2 十 3235 则 其 正 惯 性 指数 ; 负 惯 性 
指数 ;符号 差 


(6) 设 n 阶 实 对 阵 A 的 特征 值 分 别 为 1,2,n; 则 当 1z 一 时 , 霹 一 A 为 


正定 矩阵 . 
0 r=2 181 
【 解 】 (1) 7 的 实 对 称 矩 阵 4 = | 一 2- 0 ”tt|;, 因 为 r(4) 二 2， 
| 0 
Qi == 
所 以 | 下 | 王 | 一 2:53 人 从 A 00 
1 t 0 
a 旭 
wil 2 ”0| 不 是 二 次 型 的 矩阵 ,因为 它 为 非 实 对 称 和 矩阵, 用 矩阵 乘法 可 得 
0 1 
Crziyzayzs) 三 二 十 222 十 zs 一 3zizzs + 4 Ls 
?= 
= (T1972 sR 2 2 -| 
2 3 
0 2 . 
1 一 六 ,0 
0 2 因为 1 4 1= 一 4 元 ,所 以 r(4) 一 3， 
0 2 1 
站 出 
(3) = | 4 0|, 因 为 4 为 正定 . 
] adm 0 ee 
"Wr Ml 
所 以 一 on 一 1>0,4 一 | [= 0 Hi4T0| 一 4 一 矿 这 0， 
si0 2 


解 得 全 ?一 2 一作 天 4 人 
人 
(4 并 解 题 提 示 】〗 有 两 种 解法 :1 配方 法 ;2 正 交 变换 法 ( 解 题 程序 :@ 求 出 A 的 特征 


值 和 对 应 的 特征 向 量 . @ 将 所 求 得 的 线性 无 类 特征 向 量 正 交 化 、 单 位 化 . @ 以 所 得 
的 正 交 单位 化 向 量 为 列 , 即 得 所 要 求 的 正 交 变换 矩阵 了) 


第 六 章 ”三 次 型 


【 解 】 用 配方 法 ;A 所 对 应 的 二 次 型 为 
(BL) 
三 (zx? 十 4 二 472) 一 4z 十 4xsx3 一 2 
= (td 222) (2 一 元 ) 
et | el 1 yi 
令 三 32 一 Zzr 二 记 ( 入 十 wy);， 即 国 0 方 互 加 
和 二 x3 一 2 0 0 1 
| 
亦 即 x 二 Cy. 其 中 C= |0 去” 却 | 即 为 所 求 . 
0 0 和 
Zi 一 yi， 
(5) 通过 非 退化 线性 变换 4 厂 化 为 坟 一 由 十 肛 一 天 
六 了 了 
可 知 正 惯性 指数 为 2, 负 惯性 指数 为 1 ,符号 差 1. 
(6) 显然 当 1 之 时 ,下 一 4 的 特征 值 均 为 正 数 , 故 古 一 4 为 正定 矩阵 . 
【 例 6.2〗 单项 选择 题 
二 和 0 一 0 
= : 1 | 
元 
0 0 < 
~ 1 中 | 2 "| 
7 0 Os 
= 2 0 而 
ol ET mn | 区 二 
OY 0 
(2) n 阶 实 对 称 和 矩阵 A 正定 的 充分 必要 条 件 是 
(A)4 的 所 有 阶 子 式 为 E(k 二 11,2 nn). (B)r(A)= nn. 
(C)A 的 所 有 特征 值 非 负 . OD) 为 正定 和 】 
(3) 设 A,B 为 n 阶 正定 和 矩阵, 则 4B 是 
(A) 实 对 称 和 矩阵 . (B) 正定 阵 . 
(C) 可 逆 矩 阵 . (D) 正 交 矩阵. 【 】 
(4) 设 FCz zayzs) 一 221 未 :622 十 1 一 dy nDrra = C, 则 此 三 次 曲面 是 
(A)C = 0 为 锥 面 . (B)C 二 0 为 柱 面 . 
(C)C > 0 为 椭 球 面 . (D)C = 1 单 叶 双 曲 面 . 
【 】 
【 解 】 〈1)【 解 题 提示 了 两 个 刀 阶 实 对 称 短 阵 合同 , 当 且 仅 当 它 们 有 相同 的 秩 及 正 惯 性 指数 ， 


由 此 可 知 (B) 入 选 . 
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(2) (A) 为 充分 而 非 必要 条 件 ,(B),(C) 是 必要 而 非 充 分 , 故 (D) 入 选 . 
(3) 由 于 和 矩阵 相 乘 一 般 不 可 交换 , 所 以 (A) 不 入 选 . (B) 也 不 成 立 , 事实 上 
| 3 2 3 0 =1 
b 1 1 | 均 正 定 ,但 | 。 1 上 本 站 1 | 为 非 正定 算 阵 ,一 
般 讲 ,正定 矩阵 的 乘积 不 一 定 正定 . (D) 也 不 成 立 , 因 为 4, 了 不 一 定 是 正 交 和 拢 
人 和信 选 . 事实 上 ,因为 |4 | 二 0,|B| 
;| 4B | 二 | 41|B| 二 0,; 故 4B 可 道 . 
(4) oe sssT3) = (x — drizs 4z) (zr! 一 2zzas 十 好 ) 十 2z3 
= (zi — 2x2) 二 (zi O— xi) 十 2z3， 
Yi = x1 一 272 
oot 一 五 一 za 化 为 了 一下 十 到 十 六 三 C. 
.y3 = V2 zz 
可 见 (C) 入 选 . 


Q11 -i 3 
题 型 ”将 二 次 型 f(x,z2y*… ,x,) = (zx1 ,TX,) | 化 为 标 
Uni dl Cm 
J 


准 形 了 二 yi 十 yy 十 … 十 加 y* 的 方法 


【 解 题 提 示 】 化 二 次 型 为 标准 形 的 方法 : 
: 1° 配方 法 . D 若 二 次 型 含有 zi 的 平方 项 , 则 先 把 x; 乘积 项 集中 ， 人 再 对 其 余 的 变 
量 进 行 类 似 处 理 , 直 到 都 配 成 平方 项 为 止 , 经 过 非 退化 线性 变换 , 即 得 标准 形 . @ 若 二 次 型 不 


: i : 
含 平方 项 + 但 ay 六] , 则 a = yi(k= 1,2,… ons 且 闫 i 让， 
: TE VY : 


化 二 次 型 为 含 平方 项 的 二 次 型 ,再 按 四 方法 配方 . 
”2° 正 交 变换 法 . 解 题 程序 :@ 将 给 定 的 二 次 型 写成 矩阵 形式 f(x) 二 xTAx. 其 中 有 为 实 对 : 
称 矩 阵 ;@) 求 出 A 的 全 部 特征 值 及 对 应 的 特征 向 量 ;@) 把 重 根 所 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 量 
组 正 交 化 ,然后 再 将 全 部 特征 向 量 单位 化 ,并 将 它们 作为 Q 的 列 向 量 ;四 写 出 二 次 型 /(x) 的 标 : 
准 形 六 GY 于 丙 玉 二 类 半 十 … 十 Ay2， 并 号 出 正 奖 雪 并 B 半 Bh 
【 例 6. 3】 用 配方 法 化 二 次 型 为 标准 形 , 并 写 出 变换 矩阵 . 
(1) rz srs) = wi 27i 十 57x! 二 2xixs 十 2zl73 十 6zozsj 
CIF CTI smzs rs) = L713 2213 TT KX2 ws. 
【 解 】 (1) 先 将 含 zi 的 项 归并 在 一 起 ,然后 配方 
f= zi 十 2zizs 十 2zzas 十 2z 十 5z: 十 6zyzs 
三 〈2zi 十 已 十 zs)2 一 xi 一 XX! 一 2xzxs 十 2 十 57z3 十 6Zzazas 
一 (zl 十 并 十 TD)2 十 并 十 4zzzs 十 4z3 一 〈2zl 十 za 十 zi)2 十 (zs 十 2zs72， 
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第 六 章 : ”三 次 型 


Wi = a as zi = Wr yt ， 
令 三 小 


ya 一 Tz 十 2zs， Xz = Ys — ys 


V3 Lss 3 = Ya 
( 1 
于 是 ”f= 十 站 ,所 用 变换 矩阵 C= 二 |0 1 一 2|(|C|=1 关 0) 可 道 . 
0 0 1 


(2) 了 中 不 含 平方 项 


XI 二 四 证 2， 
今 | i 代入 f(zi ,zs ,zs) 中 ,得 
Za = y3， 
太一 2y: —2y+8y ys —4yy = 2Cy1 + 4yys + 4y3) — B33 — 2y2 一 4 其 
一 2(Cyi 十 2ys) 一 2(y% 2yys 十 天) 一 63 
= 2(y 2y3): 一 20ys ya) — 6y:. 
zl = Yi 二 2y3 Yi = z1 CO— 2z3, 
学 |- 反而 二 区 -| 于 2z2 一 2Z3， 
23 = Ys ya = Za, 
于 是 了 = 2zl 一 2zi 一 6zs ,所 用 变换 矩阵 
1 0 - ) Ue 


Ge = Nd 1 站 由 中 WC |=—=2580% 
0 0 jiLO 丽 1 0 0 | 
【 例 6.4】 用 正 交 变 换 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 ,并 写 出 正 交 变换 矩阵 . 
(CDFCziyzzyzs) = 27! + ri — dr — 4x2 za; 


(2) f(y 三 2 一 2z3 一 273 — dvs + drews | Bras 


多 = 0 i 
EN CN = (mt) 2 1 三 人 区 | 
0 
ME 多 0 
4 的 特征 方程 | 六 一 A|= | 2 i 一 1 2|=( 一 1)0 一 4 十 2) 三 0， 
0 2 |% 


一 人 4 的 特征 值 ); = 1 Az 三 4 5 = 入 
(Ci ) 属于 三 1 的 特征 向 量 


0 1 全 吕 1 1 re DO 1 
| 区 中 -| -| hh 
0 加 下 0 -下 人 1 0 让 0 
芭 
3 
Ti Ls 2 ] 
的 刘 次 线性 于 才 =| 1 浊 单位 化 | 上 
所 六 2 Za3 2 
ee 
3 
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Ci) 属于 4 = 4 的 特征 向 量 - 


2 0 Mor 
| 3 :| 1 2|=|0 1 ik 1 :| 
6% ilo Ta Wo bo o 
2 
3 
~ 2x3 pd 2 
对 应 的 齐 线性 方程 组 | A E ,单位 化 | 一 地 
Ts 一 3 ] 
时 
3 
〈 首 ) 属于 4s 一 一 2 的 特征 向 量 
M2 0 = WG 2 0 
|: 一 :|- 下 :| | 
0 2 = OF gd OO 6 
1 
2 Wm 4: 六 
ul 
0 Wa 1 和 
Ee 
| 3 
Wy = Ts 2 
XX; = Xa 
Ee 
3 
和 
3 2 
f 一 六 十 433 一 2 半 ， 所 作 的 正 交 变换 矩阵 2 二 | 二“ 一 二 地 |. 
ye 
Si 3 


1 = 名 “5 Xl 
(2) 村 | an = 
芭 4 一 2 


A4—1 多 一 2 

特征 方程 |2E 一 A |= |! 2 F211 -4 | 全 (人 一 网 3 人 十 约 / 二 0 E 2 
一 2 一 4 和 十 2 

万 至 二 7. 


Ci ) 属于 4 = 二 2 的 特征 向 量 


这 | 闭 时 昌 场 i 
2 4 一 4| 一 |0 0 0 |, 对 应 的 齐 线性 方程 组 ”xi = 一 2x; 十 2x;， 
2 - 巡 0 OO 1 | 
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(ii ) 属于 4 = 一 7 的 特征 向 量 


人 = 
| < -小 | 5 : 
a 传 一 | 一 入 一 


= 

1 3 

Xl = a 六 

对 应 的 齐 次 线性 方程 组 | 2 ,ws 一 | _) | ,单位 化 | 一 三 
WE 

1 让 

号 


f= 二 2 十 2 一 7 六 ， 所 作 的 正 交 变 换 矩 阵 @ = 


【 解 题 提 示 】 解法 :根据 二 次 型 与 并 标 准 下 也 对 启 扒 攻 际 连 笠 嫩 优 本 。 下 
相同 的 特征 多 项 式 .特征 值 等 性 质 来 确定 其 中 的 参数 值 . 


〖 例 16.51]” 设 三 次 型 f(zi yzisz3) = 2 十 wx? 十 dzizxs — 82ixs — drys 通 对 苇 奖 业 


换 化 为 标准 形 了 = 5yi 十 By 一 433 , 试 求 参 数 ,8 及 所 用 正 交 变 换 矩 阵 . 
【 解 】 二 次 型 及 其 对 应 的 标准 形 的 和 矩阵 分 别 为 


1 一 2 一 4 5 
锋 三 | 一 a a B = B 
一 4 一 2 1 一 4 
[=2B 1=0=(1 —Wiw— Vy A = A 32 三 05 (*) 
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由 对 角 和 矩阵 的 对 角 元 素 与 原 方 阵 特征 值 的 关系 可 知 ,X 一 5,4 二 一 4 均 为 方程 ( * ) 
的 解 ,将 4 一 一 4 代入 (* ) 中 得 
25(a 十 4) 一 16(a 十 4) 一 72 = 0 二 w 一 4. 


又 ”和 守 十 和 Mz 十 和 as 一 al 十 az 十 as, 即 5 十 8 一 4 二 1 十 a 二 1 
5 
= 


4 2 14 2 2 
QE—A)=(5E—A)= |2 1 |: 本 
4 01 冶 


Q 一 革 


6， 


二 用 下 
( 1) 4 的 属于 4 = 5 的 特征 向 量 


0 
让 1 
对 应 的 齐 次 线性 方程 组 zi 二 一 Dz — Zz3rE! = | 0 | 1 
上 
= 3 
V2 
eyes 正 交 ,将 其 单位 化 分 别 为 1 = . ; 注 二 | 一 训 闪 
BD VU 
3V2 


(i 4 的 属于 4 二 一 4 的 特征 向 量 


= 4 
weeeeo-| = :|- 


二 和 和 
5 
= | 
~ 
| 
< 
| (a | 
| 
定 品 ~ 
ce | 
心 
a 
一 
| 
OO ~ 
wy 
[Se 
| 
© 
| 
Jw 
oo 
| 
SW 
和 es = 


0 0 0 
2 
3 
单位 化 为 h 一 | 读 |. 

2 
3 

| 于 

tS 

4 1 

A 一 0 Se 

所 作 正 交 变 换 和 矩阵 @ 3 可 | 
1 1 2 
3 


【 例 6. 6】 设 二 次 型 f(zi ,zz yz3) 二 Xz 十 zi 十 zx! 一 2z1zz 一 2Zxizs 十 2arzzxs 通过 正 交 变 
换 化 为 标准 形 f 二 2 十 2y 十 Bi, 求 常数 ,8 及 所 用 正 交 变换 矩阵 Q , 若 x x 
二 .3, 求 f 的 最 大 值 . 

【 解 】 二 次 型 及 其 对 应 标准 形 的 和 矩阵 分 别 为 


1 —1 一 1 
-上 1 a 


-1 «a 1 
l=% —1 =1 三 J 二 位 
1A=2B|=03|=1 1=XA &@ et 1 in wil es 
一 1 a 1—A —l a —1 


>a 十 24 十 1 二 0=>a 一 一 |. 

又 A 一 B, 于 是 2 十 2 十 B= 二 a 十 azz 十 43 一 3 一 8 一 一 1， 
可 知 4 的 特征 值 为 2,2, 一 1. 

(1 ) 4 的 属于 4 == 2 的 特征 向 量 


EM 二 如 1 是 
1 1 | We 0 ,| rl 2 6Ei = 0 | ,C2 - 中 单 
=A 0 由 答 一 让 


1 
二 dy 
位 化 分 别 为 不 三 | 0 |,1 = 村 
1 
“万 于 
1 万 


(ii)4 的 属 手 1 = 一 1 的 特征 向 量 - 


2 = 1 0 3 
Z1 一 3 

一 ] 1 =E|=»= |0 1 4 | ,3 一 Ls 
Z2 二 Xs 

= 2 OO 从 ss 


3 lk 
/3 谋 全 到 
单位 化 为 家 = 元 ,所 用 正 交 变换 矩阵 Q = 二 | 0 - 磁 用 
i 
A /3 


因为 正 交 变 换 不 改变 线段 长 度 , 所 以 y'y= 3. 
= yy 十 4 十 妨 才 6; 
故 f 在 x'x 二 3 条件 下 的 最 大 值 是 6. 
【 例 6.7】 已 知 二 次 型 f(zi ,zz,zs) 一 2z 十 3z 十 3x 十 2arsza(a 之 0) 通 过 正 交 变换 化 
成 标准 形 f = yi 十 2ys 十 5y3 , 求 参数 a 及 所 用 的 正 交 变 换 矩 阵 . 


2 iO 光 
【 解 】 二 次 型 了 的 矩阵 4 = |0 3 | 
Oy 3 


特征 方程 记 一 4 = 


第 二 篇 。 线性 代数 


A—=2” :0 0 
0 i 
0 = A = 

由 二 次 型 f(z ,zx; ,zx3) 的 标准 形 可 知 ;A 的 特征 值 X41 = 1,Xs 二 2,X% 二 5 将 A 二 1 


2 0 
3 


一 -人 二 人 驱 236 漠 十 9 一 a’) 三 0， 


代入 特征 方程 得 a” = 4=>a = 土 2, 因 4a 之 0; 所 以 ja = 2, 于 是 A = 


DD WwW SO 


0 
(Ci ) 属于 4 的 X= 1 的 特征 向 量 


li ‘0 0 3 
E -2 1 1 上 ,对 应 的 齐 次 方程 组 | 
0 95 二 G0 Ea 
0 
0 是 
后 二 1 ,单位 化 ,mi 二 V2 
， V2 
Ci ) 属于 A 的 4 = 2 的 特征 向 量 
i 0 0 112 Pi 1 1 
0 一 工 一 2 -| wh 对 应 的 齐 次 方程 组 | ”一 ;起 二 中 *- 中 
1 0 0 
(ii) 属于 A 的 4 = 5 的 特征 向 量 
[3 @ “WO i | 
0 2 -- 人 ,对 应 的 齐 次 方程 组 | ” 
[5 = 0 0 0 A 
0 0 站 
0 二 1 
1 让 由 == 0 2 
2 V2 V2 


【 例 6.8】 已 知 二 次 型 f(xi ,zy 芭 六 二 5X? 十 5 之 半 ax?! 一 206P 动 到 6z 的 秩 为 2. 


【 解 】 


262 


(1) 求 参 数 及 此 二 次 型 对 应 矩阵 的 特征 值 ; 
(2) 指出 方程 frziyzzyzs) 二 1 表示 何 种 二 次 曲面 . 


bl 泊 料 培 钨 
(1) 二 次 型 对 应 矩阵 为 A 二 | 一 1 5 ah eA 


3 闻 泡 稚 了 W 让 御 
a 二 3 
a i | 
14— 公 |= | 一 1 5 一 人 —3|=AM—-W)Q—9) 一 0= =0,% =4,% =9, 
3 二 3 -3 一 多 , 


故 f= 4yi 十 9y， 


第 闪 章 2 二 次 型 


(2) 当 关 = 472 十 9y4 三 上 时 ,了 表示 椭圆 柱 面 . 
| 题 型 了 ”有关 正定 矩阵 命题 的 证 明 


【 解 题 提示 】 常用 方法 有 : a 
(1) 过 渡 法 . i 0, 便 
内 上 A 可 Si 1 此 


OI40 ey + A sAs 次 0 3 1 ,2 ,7) ; 4 Fl 4 


| J a A 6 江 详 宗 和 和 
其 中 久 为 4 的 特征 值 ,于 是 把 对 矩阵 A 的 研究 转化 为 对 对 角 矩 阵 的 研究 . 

(2) 二 次 型 法 . 将 对 短 阵 入 的 正定 性 的 研究 转化 为 对 二 次 型 x”Ax 的 正定 性 的 研究 
【 例 6.9】 试 证 实 对 称 和 矩阵 4 为 正定 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 的 所 有 特征 值 均 为 正 数 . 
【证 】 因为 4 为 实 对 称 和 矩阵 ,所 以 存在 正 交 和 矩阵 0, 使 


A 
ha 
OrT40 = ,其 中 心 , 省 ,为 4 的 特征 值 . 


A 
由 于 合同 变换 不 改变 矩阵 的 正定 性 可 知 : 
A 为 正定 矩阵 会 ,Xs ，… ,7, 为 正 数 . 
【 例 6.10】 设 A 是 n 阶 实 对 称 和 矩阵 , 则 当 # 充 分 大 时 ,A 十 三 为 正定 矩阵 ， 
【证 】 设 和 4 的 特征 值 为 41 ,Xs，… ,4,4i 均 为 实数 ), 取 tt 二 max( 124:1), 则 A 十 码 的 特征 值 
十 (i 二 1,2,…,n) 全 大 于 0, 故 A 十 碟 为 正定 矩阵. 
【 例 6.11】 设 A,B 均 为 实 对 称 和 矩阵 ,4 正定 , 则 必 存 在 满 秩 和 矩阵 P, 使 妈 ;B 同 时 化 为 对 角 甜 


> 
戏 
阵 PTAP 一 E,P'BP 一 
【证 】 因为 4 为 正定 抢 阵 ,所 以 存在 满 秩 算 阵 己 ,使 PiI4P = EE. 
PTBP, 二 C, 因 为 (PTBP,)T = C'SPIB'Pp, EE prpp 三 已 
pt 
二 
即 C 王 CT ,所 以 C 仍 为 实 对 称 和 矩阵, 于 是 3 正 交 矩阵 0, 使 Orao = 
pe 

取 P = P,Q, 于 是 P'AP = E, 有 自 PrBP = QPIBP,Q = QT(PIBP)O = 


Al ， 


要 , 忆 为 所 求 矩 阵 . 
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【 例 6.12】 证 明 4 是 正定 的 充 要 条 件 是 存在 满 秩 矩阵 P, 使 A = P'P. 
kK 证 〗 “一 ” 
因为 4 是 正定 的 ,所 以 存在 满 秩 和 矩阵 0; 使 QTAQ = 二 EE, 于 是 ,4 = (Q') "18E0 7 = 
(OI P= 0 MA = pp 
= 
设 A== PT'P=>A = PTEP=>(P') -4P- 一 下 一 (P1)T4(P1) 一 五 , 故 4 正定 . 


苦 oo 
【 例 6. 13】〗 设 CCz zz 2ZD) 一 交友 到 二 , 求 积分 | f O81 sare sr sm dE 
i 


1 3 Es 正 乱 


并 证 明 : 当 ai 一 计时 , 实 对 称 抢 阵 一 (as)w 正定 ;至 一 (52 
二 co oo 
【 解 】 fa 2 go si ) dz = A e 5 Phe es 


EE 28 Xe 人 -ee je Sy 


十 cc 
ei Ci 


[人 


TiTj. 
= 
中 


如 为 nn hn 下 
本 py yf le 
f= R= 人 avi 一 六 Et = | (Dzizje re Yd 
zi 一 1 一 


i,J=1 
= (Dae "at( 因 为 yy CD 
a k=1 inj=1 k=1 
因为 对 任 一 x 二 (zszswnbz) 尖 0, 均 有 | (了 Dae*)de 0， 
k=] 


所 以 f= 之 奸 7 0, 即 了 正定 , 故 A 正 定 . 
We 


Se= = 2 oF je) (Parase te dr, 


RS | 


由 4 一 (Qs ) nxn 正定 i = (zis Ts Tn,) 天 0， 


有 > (We™) (ze*)S0, 
ij 三 1 


十 co nn 
故 & = | (Paizizie ed S05 


C4 


即 g = xTBx 正定 . 于 是 B= | ; = 正定 . 


264 


第 三 篇 ”概率 论 与 数理 统计 初步 


第 一 章 ”事件 的 概率 


题 型 1 “利用 古典 概 型 与 加 法 定理 计算 概率 | 


【 解 题 提示 】 (1) 利用 古典 概 型 :P(A) .一 人 求解 概率 时 ,要 注意 各 


事件 是 否 为 等 可 能 事件 ,否则 会 出 错 . (2) 属于 “至 少 存在 一 个 ”的 命题 ,用 对 立 事件 求解 简便 
:(3)“ 任 取 件 ”与 “无 放 回 地 逐 件 抽 取 尼 件 ”, 虽 然 考 虑 问题 的 角度 不 同 ,但 二 者 所 计算 出 的 概 : 
率 却 是 相同 的 . (4) 在 用 古典 概率 计算 公式 求 概率 时 ,可 在 不 同 的 样本 空间 考虑 ,这 样 同一 道 
题 就 可 以 有 多 种 解法 . 但 在 计算 基本 事件 总 数 与 计算 有 利 A 事件 的 基本 事件 个 数 时 必须 在 同 
一 确定 的 样本 空间 中 考虑 问题 ,如 果 一 个 考虑 到 顺序 ,比如 用 排列 作 ! 则 另 一 一 个 可 和 者 着 宙 时 ， 
也 用 排列 作 , 千 万 不 能 不 统一 . 


【 例 1. 1】 填空 题 
(1) nn 个 朋友 随机 地 围绕 圆桌 就 座 , 则 其 中 有 两 个 人 一 定 要 坐 在 一 起 《 即 座 位 相 
邻 ) 的 概率 
(2) 将 编号 为 1,2,3 的 三 本 书 随意 地 排列 在 书架 上 , 则 至 少 有 一 本 书 自 左 到 右 
的 排列 顺序 号 与 它 的 编号 相同 的 概率 
【 解 】 (1) 设 要 挨 在 一 起 坐 的 是 张 三 和 李 四 , 先 让 张 三 坐 好 , 则 李 四 共 有 一 1 个 座位 可 
坐 ,这 一 1 个 位 子 是 等 可 能 的 ,而 有 利 场合 有 两 种 ( 李 四 坐 在 张 三 的 左边 或 右 


(2) 设 A 一 一 “第 i 本 书 恰 排 在 第 i 个 位 置 上 ”,i = 1,2,3. B,; 一 一 “至 少 有 一 本 书 的 
排序 号 与 它 上 的 编号 相同 ”. 显然 ,B == AU A; U A;. 
基本 事件 总 数 P; 三 31, 对 Ai,A: ,A; 有 利 的 个 数 Pz = 21， 


所 以 PAD 三 和 三 于 5 

对 AiAz;AiA; re 有 利 的 个 数 均 为 1, 所 以 
二 页 = 车， 

对 A1AsA; 有 利 的 个 数 为 1, 所 以 

P(A AsA3) = 

该 26) 二 PUL Boh) PA PO A pA pend 
P(A1AsAs) 一 本. 


【 例 :1.2】 随机 试验 三: 掷 两 颗 骨 子 ,观察 出 现 的 点 数 所 组 成 的 数 对 (zy), 求 : (1) 事件 
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A 一 一 “点 数 之 和 等 于 5” 的 概率 ;(2)B 一 一 “点 数 之 和 小 于 5” 的 概率 . 
【 解 〗 样本 空间 Q 二 (1,1),(1,2),…,(1,6),…,(6,1),(6,2),…,(6,6)) 基本 事件 总 数 
为 6 又 全 三 36. 目 这 :36: 个 数 对 是 等 可 能 的 . 
A = {(1,4),(2,3),(4,1),(3,2)}, 有 利于 A 的 基本 事件 个 数 为 4. 
1 


总 ”P(A) = 读 = 
(2)B = {01,1);(1,2), (1,3),(2,1), (2,2), (3,1)), 有 利于 B 的 基本 事件 个 数 
为 6. 
| 
故 PX¢B) = i 


[ 例 1.3】 某 教 研 室 共有 11 名 教师 ,其 中 男 教师 7 人, 现 要 选 3 个 优秀 教师 , 间 3 个 教师 中 
至 少 有 1 个 女 教师 的 概率 . 
[ 解 】 设 A_ “3 名 优秀 教师 中 至 少 有 1 名 女 教师 ”， 
A 一 “3 名 优秀 教师 中 恰 有 i 名 女 教师 ”i = 1,2,3， 
则 A 二 AiLU As UAssA 5As,As 两 两 互 斥 ,由 加 法 公式 有 
PA = PA)+ P(A IE P(A,) 
CHE’ CS Se 
ee 


【 另 解 】 P(A) = 1 一 P(A),A- 一 “3 个 优秀 教师 全 是 男 的 ”， 
于 是 P(A) =1— BE ~0. 788. 


11 


题 型 ”利用 条 件 概率 与 乘法 公式 计算 概率 | 


【 解 题 提示 】 解 这 类 型 关键 是 弄 清 楚 用 P(B | A) 还 是 P(AB). 可 从 如 下 两 个 方面 去 
分 辨 : : 
(1) 从 样本 空间 讲 ,计算 P(AB) 的 样本 空间 为 和 ;5 计算 PCB | A) 的 样本 空 
间 为 CA。 
(2) 凡 涉 及 事件 A 与 B“ 同 时 ”发 生 的 用 PCAB); 几 有 “包含 ”关系 .和 后" 
关系 “ 主 次 ”关系 的 用 P(B | A). : 
【 注 ) 解 题 前 设 好 事件 . 运用 好 独立 性 解 题 技巧 . 记 住 如 下 公式 ， 
(DPCAUBUC) = PCA) 十 P(B) 十 PCC) 一 PCAB) 一 BCAC) 一 PCBC) 十 PCABC)， 
当 A,B,C 互 斥 时 ,P(A U'BIU'C)Y = P(A) 4 PCB) + P(EC). 
当 A,B,C 互相 独立 时 ,( 独 立 不 一 定 , 互 斥 ) | : 
P(A U BUC)= P(A) 十 BCB) 十 PCC) — P(AYP(B)— P(A)P(C) — P(BYP(O): 
十 PCA)PCB)PCC)， 
(2)P(ABCD) = P(D | ABC)P(C | AB)P(B | A)PCAY. 
当 A,B,C;DD 互相 独立 时 ,P(ABCD) = P(A)P(B)P(C)P(D). 


【 例 1.4】 设 某 人 打 电 话 , 忘 记 了 对 方 电话 号 码 的 最 后 1 个 数码 ,因而 对 最 后 一 个 数码 ， 就 
随机 地 拨 ,假设 拨 完 某 地 区 规定 的 电话 位 数 算 完 成 一 次 拨号 , 且 假 设 对 方 电话 
不 占线 , 求 :(1) 到 第 站 次 才 拨 通 对 方 电话 的 概率 ;(2) 不 超过 次 拨 通 对 方 电话 
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的 概率 . 
【 解 】 (1) Ai 一 一 “第 次 拨 通 电话 ”, 意 味 着 第 1,2,… ,一 1 次 均 未 拨 通 ,最 后 一 次 拨 通 ， 


i A Ls a 3 

al 
POY = 3h 
PMA) 一 BNDP(W 和 | : 
A . E 10° 10 


P(As As A Ary =, PAN) BA |-Ai) PAs | Ay Agee Bp) 


i Th 
三 


(2) B, 一 一 “不 超过 上 次 而 拨 通 电话 ” 即 
B. = My W RAG () rm A Myr A A A A si A 


本 
故 PE(B) 二 :P(A1Y 千 琴 (AiBs) 十 :十 POMy AAA AD) 


【 例 1.5】 袋 中 有 10 个 球 ,8 红 2 和 白 , 现 从 袋 中 任 取 两 次 ,每 次 取 一 球 作 不 放 回 抽样 , 求 下 列 
事件 的 概率 :(1) 两 次 都 是 红 球 ; (2) 两 次 中 一 次 取 红 球 , 另 一 次 取 白 球 ;(3) 至 
少 有 一 次 取得 白 球 ;(4) 第 三 次 取得 白 球 . 

【 解 ] A 一 一 “第 i 次 取出 的 是 红 球 ”,A; 一 一 “第 i 次 取出 的 是 白 球 ”,ii = '1,2. 


(1)P(Ai1A;) = P(A1)P(A;, | Al) = 1 9 


(2 PA; A, YW AAA 三 五 (下 As) + POCA ADD 
= P(A)P( 人 | Ai)|4 P(A P(A; | A,) 
全 杞 


Tad oe ld" Oe 
(PO U As) 二 1 一 PCA U A) =1— PAA) =1- = 
cl PUN lil A A ), = P(A MY) PUA 

= P(AI)P(A, | A EPAIPOG | NH) 
1 必要 本 


0 
【 例 1.6】 设 袋 中 装 有 a 只 红 球 ,6b 只 白 球 ,每 次 自 袋 中 任 取 一 只 球 ,观察 颜色 后 放 回 ,并 同 
时 再 放 入 mx 只 与 所 取出 的 那 只 同色 的 球 . 连续 在 袋 中 取 球 四 次 , 试 求 第 一 ` 二 次 
取 到 红 球 上 且 第 三 次 取 白 球 、 第 四 次 取 红 球 的 概率 . 
【 解 】 AiG = 1,2,3;4) 一 一 第 i 次 取 到 红 球 ”,A; 一 一 “第 i 次 取 到 白 球 ”, 所 求 概率 为 
P(A A Ashn) = POA; | ArA, BayPCAs | A As PA, | A ) 天 本) 


I pb po Cia TE eg 
a 十 b 十 3m a 二 5b 十 2m a 十 65 斗 m a 十 
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【 例 1.7】 为 防止 意外 事故 ,在 矿井 内 同时 安装 两 种 警报 系统 A 与 也, 每 种 系统 单独 使 用 
时 ,其 有 效率 A 为 0-92,B 为 0.93, 在 入 失灵 条 件 下 BB 有效 概率 为 0.85. 求 :(1) 
发 生 事故 时 ,这 两 种 警报 系统 至 少 有 一 个 有 效 的 概率 ;(2) 在 B 失 灵 条 件 下 ,A 
有 效 的 概率 . 
【 解 ] A 一 一 “警报 系统 A 有效”,A 一 一 “警报 系统 A 失效 ”， 
B 一 一 “警报 系统 B 有 效 ”,B 一 一 “警报 系统 B 失效 
P(A) = 0.92,P(B) = 0.93,P(B | A) = 0. 85, 
(NEP(AN) BY = 1— BAU B= -PAB =1= BEARE| WD 
=1—[i—P(AYJI PB| A 1—0.08X0.15= 0.988; 


(P(A TBE ABY .2B D1-[P(A)+ P(B) — P(ABY 


P(B) P(B) P(B) 
_ 1 PCBY— PAYH PLAN) 
P(B) 
1 P(A = PVP(B A | O00 0 
P(B) | 0.07 


= 0..829. 
【 例 1.8】 设 一 个 工人 看 管 三 人 台 机 床 ;在 1 小 时 内 机 床 需 要 工人 照管 的 概率 :第 一 、 二 ,三 台 
| 分 别 是 0.9,0.8,0.7. 求 在 1 小 时 内 :(1) 没有 一 台 机 床 需 要 看 管 的 概率 ;(2) 至 
少 有 一 合 机 床 不 需要 看 管 的 概率 ;(3) 至 多 只 有 一 台 机 床 需要 看 管 的 概率 . 
【 解 】 设 A,B,C 分 别 表示 “第 一 ,三 > 
相互 独立 的 :因此 
(1) PCABC) = P(A)P(B)P(C) = 一 [1 一 P(A)]C1 _ PCB)]T1l 一 PCC)] 
= ONE OSM 一 0 三 0065 
(2)P(A U BUC)= P(ABC) =1 二 POCOABe) 一 1 二 PCA)P(GB)PECC) = 0. 496; 
(3) 一 一 “至 猴 只 有 二 人 台 需 要 看 管 
P(D) = P(ABGC)+ P(ABC)+ P(ABC) + P(A BC) 
= 0.006 十 0.9X0.2X0.3 症 0.1X0.8X0.3 十 0.1X0.2X0.7 一 0.098. 
【 例 1.9】 假设 某 校 学 生 四 级 英语 考试 的 及 格 率 为 98%, 其 中 70% 的 学 生 通过 六 级 英语 
考试 , 试 求 从 该 校 随 机 地 选 出 一 名 学 生 通 过 六 级 英语 考试 的 概率 . 
【分 析 】 该 题 是 属 两 事件 乘积 的 概率 . 从 样本 空间 考虑 它 是 "全校 学 生 ” 中 随机 地 抽出 一 
名 . 男 一 方面 从 字里行间 分 析 具 有 "同时 ”的 含义 , 即 通 过 四 级 且 通 过 六 级 . 
【 解 】 设 A 一 一 “通过 四 级 英语 考试 ” B 一 一 “通过 六 级 英语 考试 ”， 
P(A) = 98%: PB'| A)= 70%, 
P(AB) = P(A)P(B | A) = 0.98 X 0.70 一 686. 
【 例 1.10】， 设 某 试 验 分 两 阶段 进行 ,已 知 通过 第 一 阶段 试验 的 概率 为 60% ,通过 第 二 阶段 
试验 的 概率 为 40%. 问 通 过 第 一 阶段 试验 再 通过 第 三 阶段 试验 的 概率 是 多 少 ? 
【分 析 】 只 有 通过 第 一 阶段 试验 才 可 进行 通过 第 二 阶段 试验 . 很 显然 这 是 属 条 件 概 率 
问题 ， 
【 解 】 A 一 一 “通过 第 一 阶段 试验 ”， B8 一 一 “通过 第 二 阶段 试验 ”, 
P(A)=0.60; P(B) = 0.40， 
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因为 A 忆 另 所 以 AB = 了. 


PAB):, BEB ,040 ,8 
Play PAA) O00 3 


【 例 1. 11】 某 人 有 两 愈 火柴 ,吸烟 时 从 任 一 盒 中 取 一 根 火 柴 , 经 过 若干 时 间 后 ,发 现 一 盒 
火柴 已 用 完 . 如 果 最 初 两 盒 中 各 有 光 根 火柴 , 求 这 时 另 一 盒 中 还 有 根 火柴 的 

概率 . 
【 解 】 不 妨 设 甲 盒 已 空 而 乙 盒 还 有 7+ 根 火柴 ,因为 是 随机 抽取 ;可 知 这 时 必 已 取 过 2n 一 7 
次 ,每 次 取 甲 . 乙 盒 的 概率 均 为 去, 而 在 2 一 次 中 必定 是 次 取 了 甲 盒 的 ,一 次 


取 了 乙 盒 的 ,最 后 第 22z 一 ”十 1 必定 是 取 甲 盒 的 ,否则 不 知 其 为 空 盒 , 故 概率 为 


全 全 六 = 人 六 


同 理 , 最 后 乙 盒 空 而 甲 盒 剩 ”的 概率 为 

m4 (3) (7 

故 所 求 概率 为 P= Pi 十 P, == Co (到 ) ”一 3 
| 题 型 下 “利用 全 概 公式 和 道 概 公式 ( 贝 叶 斯 公式 ) 计算 概率 | 


【 解 题 提 示 】 (1) 全 概 与 逆 概 的 区 分 :由 因 导 果 属 于 全 概 问 题 ; 由 果 索 因 属 于 逆 概 问 题 . | 
; (2) 全 概 公 式 与 概率 加 法 公式 的 区 分 :由 诸多 事件 引发 某 一 事件 ,而 这 一 事件 又 不 能 简单 
0 
:出 的 概率 超出 [0,1] 范围 ). 这 样 的 概率 问题 属于 全 概 类 型 . 
”用 全 概 公式 解 题 的 程序 : 

@ 判断 求解 的 问题 是 否 为 全 概 类 型 ; 

@ 若是 全 概 类 型 ,正确 假设 欲求 事件 A 及 样本 空间 (或 完备 事件 组 {B;)) 

@ 设 {Bi} 为 与 欲求 事件 A 有 关联 的 完备 事件 组 ,计算 出 {P(B;)),{P(A | B;)); 


故 P(B | A) 三 


图 将 回 的 结果 代入 公式 P(A) = DPBy PA Bx 


【 例 1.12】 在 记 有 1,2,3.,4,5 五 个 数字 的 五 张 卡片 上 ,无 放 回 地 抽取 两 次 ,一 次 一 张 , 求 : 
(1) 已 知 第 一 次 取 到 偶数 卡 , 求 第 二 次 取 到 奇数 卡 的 概率 ;(2) 在 第 二 次 才 取 
到 奇数 卡 的 概率 ;(3) 第 二 次 取 到 奇数 卡 的 概率 . 

【 解 】 A 一 一 “第 一 次 取 到 奇数 卡 "， B 一 一 “第 二 次 取 到 奇数 卡 ” 


(1) 这 是 A 发 生 条 件 下 B 的 概率 P(B | A) 三 之 


(2) “第 二 次 才 取 到 奇数 卡 ”意味 着 “第 一 次 取 到 偶数 卡 ”, 即 第 一 次 A 发 生 , 故 “ 第 
二 次 才 取 到 奇数 卡 ” 为 A 与 B 同时 发 生 的 事件 . 于 是 


了 A 
P(AB) = P(A)P(B'|'A) = 0 

(3) “第 二 次 取 到 奇数 卡 ” 是 由 “第 一 次 取 到 奇数 卡 ” 与 “第 一 次 取 到 偶数 卡 ” 两 事件 

引发 的 结果 .“ 第 二 次 取 到 奇数 卡 ” 显 然 不 能 看 作 这 两 者 简单 的 和 . 因此 是 全 概 
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P(B) = P(A)P(B | AY + BOAYPCB|A) = 


【 另 解 】 用 传统 “ 抓 阁 ” 的 方法 处 理 , 即 可 得 P(B) = 


【 例 1.13】 某 商店 出 售 尚未 过 关 的 某 电子 产品 ,进货 10 件 , 其 中 有 3 件 次 品 ,已 经 售 出 2 
件 , 现 要 从 剩 下 的 8 件 产品 电 任 取 一 件 , 间 这 件 是 正品 的 概率 ， 
【 解 】 A 一 一 剩 下 的 8 件 产品 中 任 取 一 件 为 正品 ”， 
Bi 一 政信 出 的 2 件 中 峻 有 i 件 正 蜗 ",i 二 0,1, 多 


者 六 | 


3 ol |! 3 ua SR 
BAL| By 二 全 P(A TB ,P(A | 项 ; = 六. 
由 全 概 公式 有 
Ee Rr ee 
RA rie 1” e160 


【 另 解 】 也 可 用 “ 抓 阁 法 "处理; 
【 例 1. 14】 要 验收 一 批 (100 台 ) 微机 ,验收 方案 如 下 : 自 该 批 微机 中 随机 地 取出 3 台 进 行 
忆 测 试 ( 设 3 台 微机 的 测试 是 相互 独立 的 妨 肾 3 台中 至 少 有 二 全 在 测试 中 被 认 
为 是 次 品 , 则 这 批 微机 就 被 拒绝 接收 . 由 于 测试 条 件 和 水 平 , 将 次 品 的 微机 误 
认为 正品 的 概率 为 0.05， 而 将 正品 的 微机 误 判 为 次 品 的 概率 为 0.01.5 如 果 已 
知 这 100 人 台 微 机 中 恰 有 .4 站 台 次 品 , 试 问 这 批 微机 被 接收 的 概率 是 多 少 ?.- 
【 解 】 A 一 一 “这 批 微机 被 接收 ”， 
BiG = 0,1,2,3) 一 一 “随机 抽出 的 3 台中 恰 有 i 台 次 品 ”， 
显然 ,Bo .Bi ,B,,B; 是 一 个 样本 空间 . 
et eT RB GG PCBS) to 


4 1p0 和 )Q 100 100 
P(A | Bs)= (0.99)*, P(A|B) = (0.99)° x 0.05, 
P(A| Bi) = 0.99 X05 ROA | B= 0 


P(B,) 圭 PCB) = 


4 
故 ROAY = IPA | B)P(B;)=048574 二 0;0055 十 00 一 08 86293 


“【 例 1.153】 ”在 电源 电 奈 不 超过 200V ,在 200 ~ 并 0V' 和 超过 240V 三 种 情况 下 , 某 电 子 元 件 
损坏 的 概率 分 别 为 0.1.0.001,0,2; 假设 电源 电压 X 服 从 正 态 分 布 N (220， 
252) , 试 求 :(1) 该 电子 元 件 损 坏 的 概率 ; (2) 该 电子 元 优 损坏 时 , 电 嗓 暗 压 在 
200 一 240V 的 概率 . 

【 解 】 设 4 ,Ai ,Ai 分 别 表示 电源 电压 “不 超过 200V” 在 200 ~ 240V”* 超 过 240V” 各 事 
件 ,B 表示 “电子 元 件 损 坏 ” 种 件 . ; 
由 平台 二 和 220,29 记 斯 让 


P(A1) = PIX < 200}(# 


X 一 220 -1720037220 
P| 25 S 25 


P/E se 


55 0 8| = (0.0) 1 0212. 
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200 = 220 站 200 240 一 200 
P(A,Y = B20 之 久之 网 0} 三 人 下 和 全 


主 - 瑟 全 醒 划 运 当 3220 < 0.8)= @(0.8) — wc—0.8) 0. 576. 


P(As) = P{X > 240} =1—P(Ai)— P(As) = 1 0.212—0,576= 0.212. 
(1) 由 题 设 可 知 P{B | A) = 0.11P{B| A;} = 0.001,P{B | As} = 0.2. 


由 舍 概 公式 PC(B) 二 > P(AD PCB | A =10. 0642. 


(2) 由 贝 叶 斯 公式 PCA; | B) = A A 0, O00 


【 例 1.15】 有 两 批 产 品 : 第 一 批 20 件 ,有 5 件 特级 品 ;第 二 批 12 忻 ,有 2 件 特级 品 , 今 按 两 
种 方法 抽样 : 
(1) 将 两 批 产 品 混在 一 起 ;从 中 任 取 2 件 ; 
(2) 从 第 二 批 中 任 取 2 件 混入 第 二 批 中 ,再 从 混合 后 的 第 二 牡 中 抽取 2 件 ， 
试 分 别 求 出 两 种 抽样 情况 下 所 抽 两 件 均 是 特级 品 的 概率 . 


【 解 】 (1) A 一 一 “混合 后 任 取 2 件 为 特级 曲 ", 则 PCA) = 总- 一 关 
(2) D—“ 混 合 后 任 取 2 件 为 特级 品 ”， 
B, 一 “从 第 一 批 抽出 的 2 件 中 恰 有 i 件 特级 品 ”; 则 


es ts a gy ls pl 


(Se 38” 一 隔 
1 ER | 
RD 二 而， POD BI) = PD | B,y ST? 
: Gal 2 
改 BOD = 人 及 前 二 二 六 全 二 机 多 让 33: 


题 型 W ”单项 选择 题 | 


| ”【 解 题 提 示 】 解 题 方法 :排除 法 (一 个 备 选 答案 正确 ， 其 余 三 个 必 不 正确 ; 反之 三 个 备 选 
;答案 不 正确 ,余下 的 一 个 必 正 确 ). 分 析 过 程 中 常用 如 下 方法 : 
(1) 推演 法 (适用 于 备 选 答案 为 事件 的 概率 以 “数值 " 表示 ,或 某 种 运算 律 ;或 题 干 给 出 的 : 
:概率 某 种 运算 形式 ); 
。 (2) 图 示 法 (适用 于 两 个 事件 的 概率 ); 

(3) 逆 推 法 (从 结论 出 发 看 推出 的 结果 是 否 与 题 干 或 概率 的 性 质 矛 盾 ); 

(4) 赋值 法 (适用 于 某 范围 内 成 立 的 题 型 ). 


【 例 1.16】 设 BCA, 则 下 列 正确 的 是 【 】 
CAJEOAB) = 1 — P(A). (BP(B— A) = P(B)— P(A). 
CC)P(B | A) = P(B). (D)P(A | B) = P(A). 


【 解 】 因为 BC A 所 以 ACB 
故 P(B 一 A) = P(B) 一 P(A). 即 选 (B). 
【 例 1.17】〗 设 事件 A 与 B 互 斥 , 且 0 二 P(B) 一 1, 则 下 列 结论 正确 的 是 . 【 】 
(AYPCA | BY — PCBYPOA | BY = P(ABY. 
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(B)P(A | B)+ P(B)P(A'| B) = P(A). 
(OP(A |B)+P(B)P(A | B) = P(A). 
(DYP(A | B)— P(B)P(A | B) = P(A). 
〖 解 】 因为 A 与 B 互 斥 , 即 AB = 2 所 以 P(AB)=0， 
又 因为 P(A) = P(AB U AB) = P(AB)+ P(AB) = P(AB), 
0<P(B;<1 => P(B)=1—P(B)S>0, 
所 以 P(A) = P(B)P(A |B)==[1 一 P(B)]P(A | B), 故 “”(D) 入 选 . 
【 例 1.18】 设 P(A) 二 0, 则 下 列 结论 正 确 的 是 . EE 
(AJP(B | AYP(A) P(A) — P(B). 
(BYP(B | A)P(A) > P(A) + P(B). 
(CP(B | A)P(A) > P(A) — P(B). 
(D)P(B | A)P(A) > P(A) + P(B). 
【 解 】 因为 P(B|A)P(A) 二 P(AB) = P(A)+P(B)— P(A UB), 
We POAMeB) ee Ms 
所 以 P(B|A)P(A) 宇 P(A)+P(B)—1= P(A)—[1—P(B)] = P(A)—P(B). 
故 (C) 入选 . 
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题 型 1 ”一 维 随机 变量 的 分 布 函 数 及 分 布 密 度 


【 解 题 提示 】 (1) 分 布 函数 F(z) 中 待定 常数 的 确定 是 利用 下 (z) 的 性 质 : 
lim F(z) = 0, lim F(x) 二 1 或 F(z 二 07 三 页 ( 远 ) 


(2) 分 布 密度 9(z)( 或 离散 型 的 分 布 律 ) 中 待定 常数 的 确定 是 利用 密度 函数 p(x) (或 分 布 


律 ) 的 性 质 :| 9Cz)dr 一 1 总 PIX 一 个 一. 
《3) 求 离散 型 随机 变量 分 布 律 的 程序 ;0) 写 出 随机 变量 的 可 能 的 取 值 G) 写 出 对 应 于 各 
可 能 取 值 的 事件 的 概率 ;@) 验证 了 P(X 一 习 1(4) 利用 公式 PCD 一 了 DP, 


: “注意 正确 划分 工 的 取 值 区 间 并 求 出 相应 的 概率 ( 按 累 计 法 计算 )， 基因 形 是 者 连 纺 的 阶 术 
形 曲 线 . 
。 (6) 连续 型 随机 变量 的 分 布 函 数 、 分 布 密度 的 求法 ;四 已 知 分 布 函 数 下 (z) ,来 5 各 
在 相应 区 间 内 将 F(z) 对 之 求 导数 即 可 ,F(z) = p(x)， 而 端点 处 的 值 不 必 处 理 , 最 后 将 p(X) 写成 
分 段 函数 形式 ; 四 已 知 分 布 密度 p(z) , 求 分 布 函数 F(z), 只 要 在 相应 的 区 间 内 将 F(x) 写成 al 


的 变 上 限 积分 . DR 性 pde (65 zx 0) oe 写成 分 段 函 数 形式 . 


【 例 2.1】 填空 题 
(1) 设 随机 变 量 尺 的 分 布 律 为 P(X 一 名 一 “对 全 一 0， 023) 这 0 为 常数 ， 
则 常数 a = 
(2) 设 随机 变量 的 分 布 律 为 P(X = A) = 人 一 1,…,N)， 则 常数 


a se Lo 
[ 解 】 (1) 由 P(X 一 司 一 1, 即 a 和 一 a 本 el > 
(他 由 六 P(X 一 和 一 1, 即 了 各 一 徊 21= 荐 : a 0 
【 例 2.2】 设 随机 变量 的 概率 密度 为 : 
Acosz, zl 和 & 亏 
f(z) = 
0， | 专 床 务 


求 :(1) 常数 A;(2)X 落 在 (0 ,于 ) 内 的 概率 ;(3) 分 布 函数 F(x). 


[Mm] CW) Foz)dz 一 1, 即 | za)dz 一 | Acoszdz =2A>2A = 1>A 
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CP(0<X< 竺 ) = | reodz 和 je Ld 
请 0 0 2 2 0 4 
CS) FEY = | 翅 乱 进 
当 5 sal f(z)dx = 0; 
当 汪 二 过 a 条 时 ,E(x) = 上 Snes | ouz 大 上 
3 ES SE 2 
| 
区 » 
当 闫 亏 时 ,F(x) = fendr=[ 0dz 十 | 。 去 coszdz 十 | 0dz 到 
各 至 
OQ oy 
故 ” F(z) = 1225 一 下 <z<< 到 ， 
下 二 区 和 
【 例 2.3】〗 设 连 续 型 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 
0， 0 
(we A Barcsin 本， a mo 
i sy Ce 
求 :(1)A 和 B;(2) 概率 密度 f(x). 
【 解 】 (1) 因为 X 为 连续 型 随机 变量 , 故 分 布 函 数 下 (x) 连续 ,于 是 
Sa 0 3 Ra Pb(ar ON=h(a 
= a = 
即 A 2B 0,A+ 3B 2 zB a 
1 
. = 
CO = P(E) = 4m a 
0， 其 他 . - 
Zs 0<2 mics ls i 
【 例 2. 34】 i 1 二 zx 二 2, 则 其 分 布 函 
0， 其 他 . 
数 F(x) 为 . Ea 订 
1 3 
mi < I 
(CAFCz) = 2 一 去 | 
0 其 他 . 
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0 ， Te 0， 
pe 0 
(BP(x) = 
| 二 和 
2 加 ~ 
Qs 2 
Os 0 
et 从 
(GPa = 
Lt a 
hs > 
Qs 立 和 0， 
pe OF A 
(DR(zY = 8 有 
re 
Ds i 
【 解 】 当 z 0 时 ,F(z) = 上 0dz = 0; 
£3 0 万 
二 办 鸭 丽 三 直 0dz | zz = 
<- 0 1 < 
a Cz) | fedzi odz 十 | sdz 士 | 2 一 zD)dz 
上 bo 0 
= :le ea 
ea zx )| = Re 3 
0 1 2 I 
| odz 十 | zaz 十 | 2 一 zaz 士 | 二 
— 0 1 2 
故 应 选 (C). 
【 例 2.5】 如 下 四 个 函数 ,哪个 是 分 布 函数 ， 【 
0 ， Ww 
序 ， < 
ACE 和 
A ] 2 
j 2 
0， 0 
SinZ， 6 委 荆 去 车 ， 
《了 FRRGzey =© 
Ts 下 
]， | 
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(5 序 妥 05 
3 过 元 过 而 
COI RCEY = | 
= fs 
2 2 3 
ene 二 
全 二 0s 
CD = 1 0 未 划 之 二 
i 2 


【 解 】 随机 变量 的 分 布 函 数 必须 满足 条 件 :D0 之 F(x) 之 1;@F( 十 00) = 1,F( 一 0) = 
03 国 着 达 xs 则 F(z) 和 F(x) ys H FCF0) = Plz). 


CAD 峡 枉 太 CL 半 0Y 三 二 去 划 ( 三 广 , 所 以 (A) 不 外 选 . 


(B) 由 于 F( 王 -oj)= 交 | = )= 于 ,所 以 (B) 不 人选 . 


(C) 由 于 下 (十 oo0) 关 1, 所 以 (C) 不 人 选 . 
故 (D) 应 入 选 . 
【 例 2.6】 一 愈 中 有 5 个 纪念 章 ,编号 为 1,2,3,4,5. 在 其 中 等 可 能 地 任 取 3 个 ;用 尺 表 示 取 
出 的 3 个 纪念 章 上 的 最 大 号 码 , 求 随机 变量 X 的 分 布 律 ,分 布 函 数 . 
【 解 】 X 的 可 能 取 值 :3,4,5 


从 5 个 纪念 章 中 任 取 3 个 ,有 Cs = Ci 一 10( 种 ) 取 法 ,每 种 取 法 的 概率 均 为 1 


X 二 3, 相 当 于 取出 号 码 为 (1,2,3), 所 以 P(X = 3) = 和 


和 二 4, 相当 于 取出 号 码 为 (1,2,4),(1,3,4);(2,3,4) ,所 以 P(X 二 好 = 了 
和 二 5, 相当 于 取出 号 码 为 (1,2,5),(1,3,5),(1,4,5) (2.3,5) (2 45) (3 .4.5) 

、 EL 
所 以 P(X = 5) = 1 


故 X 的 分 布 律 为 


A 


0， 

中 

j0， BR 4 
分 布 函数 F(x) = 5 

6? < Gy 

Ls eo 


【 例 2.7】 从 一 批 有 10 个 合格 品 与 3 个 次 品 的 产品 中 一 件 一 件 地 抽取 产品 ,各 种 产品 被 抽 
到 的 可 能 性 相同 , 求 在 下 列 三 种 情形 下 ,直到 取出 合格 品 为 止 所 需 抽 取 次 数 的 
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分 布 律 . 
(1) 每 次 取出 的 产品 立即 放 回 该 批 产品 中 混合 后 再 取 下 一 件 产 品 ; 
(2) 每 次 取出 的 产品 都 不 放 回 ; 
(3) 每 次 取出 一 件 后 总 以 一 件 合格 品 放 回 该 批 产品 
【 解 】 设 直到 取出 合格 品 所 需 抽 取 次 数 为 X. 


(1) 该 种 情况 ， 每 次 取得 合格 品 的 概率 为 各 ， 次 品 的 概率 为 二 , 故 


二 ) > (3): a 


(2)X 的 可 能 取 值 为 :1,2,3,4. 
X 2 3 4 


P{ 久 二 二 ( 


p lnm Ba 3 alm a 
3 190 2 全 eT M2 mle 


(3)X 的 可 能 取 值 为 :1,2,3,4. 
x 1 2 3 4 


去 | Bd 
BB "I 3 Bem ne I 


【 例 2.8】 设 有 80 台 同 类 型 设备 ,各 台 工 作 相互 独立 ,发 生 故障 的 概率 都 是 0. 01, 且 一 台 
设备 的 故障 一 个 工人 能 排除 . 考虑 两 种 配备 维修 工人 的 方案 :其 一 是 由 4 人 维 
护 ,每 人 承包 20 台 ; 其 二 是 由 3 个 人 共同 维护 80 台 , 试 比较 两 种 方案 的 优 劣 . 
【 解 】 在 设备 发 生 故 障 时 不 能 及 时 维修 的 概率 大 的 为 劣 ,小 的 为 优 . 
先 分 析 第 一 种 方案 . 设 A;(i 二 1,2,3,4) 表示“ 第 i 人 维护 的 20 台 设备 中 发 生 故 障 而 
不 能 及 时 维修 ”的 事件 ,X 表示 第 一 个 人 维护 的 20 台中 在 同一 时 刻 发 生 故 障 的 台 
数 , 则 80 台中 发 生 故 障 而 不 能 及 时 维修 的 概率 为 
POA a WW A UA) = POLY = P(X S20 
因 六 六 二 BU(2050.01) .X= nb = 20%X 0.01 0 2 
i CO 2) ee oe 
k=2 k! * 
故 80 台中 发 生 故 障 而 不 能 及 时 维修 的 概率 不 小 于 0. 0175. 
再 分 析 第 二 种 方案 . 设 Y 表示 80 台中 同一 时 刻 发 生 故 障 的 台数 .了 一 B(80,0. 01)， 
4 二 7P 二 80X0.01 二 0.8, 故 80 台中 发 生 故 障 而 不 能 及 时 维修 的 概率 为 


天 0.8 
P{Y > 4) ~ Me a 0.0091. 


可 见 , 后 一 ee 
【 例 2.9】 设 随 机 变量 X 在 (0,6) 上 服从 均匀 分 布 , 求 方程 翌 十 2Xz 十 5X 一 4 一 0 有 实 根 
的 概率 . 


RLERB(X < 2 0. 0175: 


车 ， Qs we 05 


【 解 】 X 的 分 布 密度 p(x) -1 
0， 其 他 . 
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方程 有 实 根 参 (2X): 一 4(5X 一 4) 达 0=X 人 4 或 入 委 下 
因此 ;方程 有 实 根 的 概率 为 
P(X>4 或 X<D=PX>DHPX ED gaart| pr)dr 
= | 二 dr 坏 | 客 dz -i056 
【 例 2.10】 使 用 了 i 小 时 的 电子 元 和 件 , 在 以 后 A# 小 时 内 损坏 的 概率 等 于 XAt 十 o(AL) ,其 中 
4 为 不 依赖 于 i 的 常数 . 假设 在 不 相 重 又 的 时 间 内 ,电子 元 件 损 坏 与 否 是 相互 独 
立 的 , 求 电子 元 件 在 工 小 时 内 损坏 的 概率 . 
【 解 】 设 PC 为 电子 元 件 在 上 小 时 内 损坏 的 概率 ， 
则 “PCi+Abo = P( 在 1 十 At 内 损坏 ) = P( 在 t 小 时 内 损坏 ) 十 P( 在 i 小 时 内 无 损 
坏 而 在 以 后 At 本 时 内 损坏 ) 二 P(D 和 站 [IT 一 POC)j[X4。At 填 ol(At)]， 


Pues As) — PORT "Bi oCA7) 
于 是 [1 ROOT 低语 )， 


两 边 取 At > 0 的 极限 ,得 宁 = X= WN 0 


解 微 分 方程 3 得 ~ P(t) = 十 GCe 代 大 P(0)= 二 0 二 ~ C= 一 1. 
故 BO er "er " POT ee 


| 题 型 ”二 维 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 函数 及 其 密度 


【 解 题 提 示 】 (1) 联合 分 布 函数 F(z,y) 中 待定 常数 的 确定 是 利用 F(x,y) 的 性 质 : 
Fl 一 的 7 一 00) 三 有 及 或 下 人 寺 芝 :co) 王 T“ 俯 玻 
三 寺 0,FGz 三 FGziy 于 0). 
(2) 分 布 密度 g(x,y) 中 待定 常数 的 确定 是 利用 密度 函数 g(x,y) 的 性 质 : 
| pepdzdy 二 1， ( 联 命 分布 律 中 的 常 豆 由 了 > Pi 1 确定 ) 


i=1 j=1 


用 了 


: (3) 联合 分 布 密度 p(X,y) 是 分 段 函 数 , 则 边缘 密度 px tr) ,gy (y) 也 是 分 段 函 数 . 边缘 分 
布 密度 的 求解 程序 : z : 
:  @ 先 画 出 g(x,y) 的 非 零 区 域 D; 四 先 确定 出 px(z)( 或 py(y)) 中 工 ( 或 y) 的 区 间 (a, 
四 (或 (c,d));@ 仿 二 重 积分 确定 累 次 积分 限 的 方法 ; 定 出 y( 或 ) 的 上 \ 下 限 后 三 求 积 分 , 即 在 
Ca 或 (cyd) 中 任意 找 一 点 Z( 或 y) ,是 该 点 自 下 向 上 (或 自 左 向 右 ) 画 一 条 平行 于 y( 或 z) 轴 
的 直线 与 区 域 相交 , 先 交 者 为 下 限 ,后 交 者 为 上 了 腿 . 即 


too a 
Wi 一 | pz, YW dy 一 L pz)dy,r E (ab), 


pr(y) = 请 pzry)dz = | 3 EE (cud) 
离散 型 二 维 随 机 变量 (X,Y) 边缘 分 布 律 的 求法 : 
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( 玉 的 边缘 分 布 律 ) 
Vs 3 Gh 大友 
Ps Pi HS Bis Ee by 
a lL 关于 
Ps Ps;, wee Ps 0 Ps 
之 /Pu 


we 


五 (站 二 y;} = 卫 . 

:人 Pa En Ey 天 Ps 

(区 的 边缘 分 布 律 ) = 名 总 立 饭 
(4) 已 知 联合 分 布 密度 p(x,y) ,计算 二 维 随 机 变量 概率 的 程序 ， 

Du 主 积 从 的 各 分红 (由 全 了 全 密度 (zy) 天 0 的 区 姑 与 随机 雪 归队 清 的 

: 某 种 关系 区 域 所 构成 的 共同 区 域 ); : 
加 将 区 城 D 上 的 二 重 积分 化 为 累 次 积分 ,计算 即 得 . 


【 例 2.11】 设 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 函 数 为 
F(zxsYy)= cB iarati SE -CC 二 arctan 之 ). 


3 
试 求 :(1) 系数 A,B,C; (2)(X,Y) 的 概率 密度 ; 
(3) 边缘 分 布 密度 ; (本 有 10 二 9. 
a RN/ 
【 解 》 GQ) 1 二 FO 86, 半 co2) A eh 
证 1 一 - 二 OO Ge )'s= = * 
i 0ESR( 王 直下 最 co0) A(B 到 人 
AR 质 由 /二 二 十 
,0 二 PGt om 一 co) 二 A(B 示 至 儿 C 了 要 
稍 一 分 析 , 即 可 得 了 2 "GC 0 痣 有 
代入 所) 式 可 得 A= 方 79 艇 F(x,y) 一 三 (了 十 arctan 本 [至 十 aretan 寺 外 
元 2 分 3 
; 上 | 6 
obo | 
; fs SET 6 只 2 
(3) px Gz) -| pl(rsy)dy | | UT a 


Ec 下 wm 6 3 
er, 三 (x,y)dz = 2 
pr 3 | i 。 | RTT OT RO 


2 2 3 
A PIORC FOZ YL -| gp(z,y)dzdy = 全 a | 5s dy 


0 4 十 之? 9 十 六 
2 到 |， “ 3 
让 7 arctan 3 arctan 3 , 16- 


【 例 2. 12〗 设 (X.Y) 在 曲线 y= 二 x 与 x = 二 yy 所 围 成 的 区 域 D 中 服从 均匀 分 布 , 试 求 : 
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(1)(X,Y)- 的 联合 密度 ; (2) 边缘 密度 px (x),gpy(y); (3)P{Y 宇 XX}. 
1 1 
【 解 】 GD) 如 图 2.1, 区 域 万 的 面积 A 一 |, (Vz 一 z*)dz = (与 二 一 于) 一 子 ， 
0 
3 oq On ee lO ye I 
所 以 (X,Y) 的 联合 密度 p(z,y) 一 | pr 


0 其 他 . 
人 | 
PE 2 
95 其 他 . 
eh 0 过 十 区 1 
0， 其 他 . 
try 
| pr dz, Oy ls 
pr(y) 三 3 y 
人 其 他 
Vy 
ss a, Oe 
呈 其 他 
le 
1 0， 其 他 . 


Ee 


【 例 2.13】 设 随机 变量 X 在 1,2,3,4 四 个 整数 中 等 可 能 地 取 值 , 另 一 随机 变量 Y 在 1 一 X 
中 等 可 能 地 取 一 整数 值 , 试 求 :(1) (X,Y) 的 分 布 律 ;(2) 边缘 分 布 律 . 

【 解 】 (1) {X==i,Y ==j)) 的 取 值 情况 是 :i = 二 1,2,3,4,j 是 不 大 于 i 的 正 整 数 . 由 概率 的 乘 
法 公式 有 : 
P(X=iY=j} =P(X=DP(Y—j|X—i) = G= 34 72D 


于 是 〈X,Y) 的 分 布 律 为 


(2) 边缘 分 布 律 为 
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X 1 2 3 4 X 1 2 3 4 
1 1 1 25 13 7 3 
ts 4 0 4 Bs Pr 48 48 48 


【 例 2.14】 一 射手 进行 射击 , 击 中 目标 的 概率 为 p(0 二 p 一 1), 射 击 直 到 击 中 目标 两 次 为 
止 . 设 以 X 表 示 首 次 击 中 目标 所 进行 的 射击 次 数 . 以 Y 表示 总 共 进 行 的 射击 次 
数 , 试 求 X 与 了 的 联合 分 布 律 及 条 件 分 布 律 . 
【 解 】 (1) 由 题 意 Y 二 表示 第 次 射击 击 中 目标 , 且 在 前 n 一 1 次 射击 中 恰 有 一 次 击 中 目 
标 . 已 知 各 次 射击 是 相互 独立 的 ,于 是 不 管 m(m 二 n) 是 多 少 , 其 概率 均 为 
P{X= mY = nn) 于 (p+g= 1). 


Te 这 就 是 X,Y 的 联合 分 布 律 . 


re = n} = Dr po 


n= mt+l 


= p: g = J va = os 


nl Ln 
Ba) = DS P(E mY =n Rr 
m= 1 m= 1 
于 是 ,条 件 分 布 律 为 
一 - 一 一 天 wi 2 一 1 
UA je P(Y =n) Cm— DPpg nl 


PiX = 2 | 这 总 出 | 计 DS | = pg 

【 例 2.15】 设 XX 在 (0,1) 上 随机 取 值 , 当 观 察 到 义 二 Xx(0 二 zx 过 1) » 
时 ,Y 在 (zx,1) 上 随机 地 取 值 , 求 Y 的 概率 密度 gy(y). 

【 解 】 如 图 2.2, 根 据 边缘 密度 的 定义 ,可 知 要 先 求 联合 密度 p(z， 


y). 又 由 题 设 
a le es 
a i 其 他 . 
1 
一 一 一 ， A 二 y 达 1 
pln = 二 > ; 则 X,Y 的 联合 密度 为 
0， 其 他 


PCZyy) 一 PRCZ) pylx(y | 2 
[= 0 
0， 其 他 . 


1 
于 是 mw =| ewe | a 
0， 其 他 ， 
= dy 
| 0， 其 他 . 
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| 题 型 厂 ” 一 维 随机 变量 函数 Y = g(X) 分 布 律 (分 布 密度 ) 的 求法 | 


【 解 题 提示 】 (1) 方法 1” 利用 定理 求解 . 定理 叙述 如 下 : 设 义 为 连续 型 ， 其 分 布 密度 为 : 

px (7), — oo 二 工 < 十 co， 又 函数 g(x) 处 处 可 导 且 g(x) 关 0. 则 Y= 二 g(X) 是 连续 型 随机 变 

量 , 其 概率 密度 为 

es 人 (Sa Cy Vet ys 
4 Os 其 他 . 


= min(g(— oo),g(+ 55)) 
中 hh(y) 是 :yy 二 g(x) 的 反 浮 数 ， 
hab i B= max(g(— oo0),g(+ 500)) 


: (2) 方法 2 先 求 出 yy 的 分 布 函 数 F(y) 二 P{Y 之 y} = 二 Plg(X) 过 yy)， 再 PFC) 对 > 
dF 
求 导 , 即 得 oJ(39 二 2， 


0， 
【 例 2. 16】 设 随 机 变量 X 的 密度 为 g(x) 一 | 人 , 试 求 : 
IE 
(DY = 2X 二 3;(2)Y = X2;(3)Y 三 X 的 分 布 函数 . 


0 ee > a 方 ,由 定理 即 得 


0 n=; 
2 ) 一 -一 3 一 3 
ee 


(2) 由 YY 二 X:, 有 w= x 非 单调 , 于 是 用 分 布 函 数 法 . 
0 ME 办 


Fy)=PlY<y}=P{X Y= PV XVI} | 
I 228e dx, y 尘 心 


0， y< 0 
_ Ey) _ lds SA 
i i 0 : 
多 We a > ye”, ye0 


(3) 由 -YY = lnX, 有 y = lnz; 单 调 ,x = @ ,zx 尘 包 ,由 定理 即 得 
p(y) = 20) ee oe = 2 (— o0) -+50). 


X -2 -1 | 


【 例 2: 17】 设 随 机 变量 X 的 分 布 律 为 1 1 1 1 11 未 YY 三 2 的 分 布 律 . 
Pl Oe To 
1 1 1 ]¥ 
P 5 6 15 30 
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0 和 ”大 


本 wi 
5 30 ,wa 


仿 随机 交 量 的 值 相同 时 要 合并 ,对 应 的 概率 为 它们 概率 之 和 . 
题 型 W 二 维 随机 变量 (X,Y) 函数 gs(X,Y) 的 分 布 律 (分 布 密度 ) 的 求法 | 


【 解 题 提示 】 对 二 维 随 机 变量 (X,Y) 函数 主要 掌握 三 种 情况 :DZ 一生 士 了 ; 


区 

: 到 一 A 

@2 =1vVX tY ,@ eo 分 布 律 或 分 布 密度 的 求法 即 可 . 
x Zn 
均 


(1)- 已 知 尺 ,Y 的 分 布 律 (或 分 布 密度 ); 求 Z = 二 义 土 Y 的 分 布 律 (或 分 布 密度 ) 的 程序 : 

@ 先 求 出 YY 的 联合 分 布 律 (或 联合 密度 p(z,y)); : 
: 回 将 (X,Y) 中 的 义 与 Y 相 加 减 得 出 居士 的 值 及 该 值 对 应 的 (X,Y) 的 概率 . 于 是 ， i 
:得 出 义士 Y 的 分 布 律 (联合 分 布 密度 通常 是 先 求 分 布 函 数 Fz(z) 一 J g(x,y)dzdy, 再 将 
: ztySz B 


dFz(z)) 


:Fz(z) 对 之 求 导 , 即 得 gz(z) 一 一人 


XY . 
(2) 已 知 六,Y 的 分 布 律 (或 分 布 密度 ), 求 Z 一 1VX 的 分 布 律 (或 分 布 密度 ) 的 


"<x 


程序 ， 
| 轩 由 内 (zw(Cy) 求 出 (和 X,Y) 的 分 布 律 (或 分 布 密度 ); 


@ 再 将 与 了 作 乘积 (或 V 生 十 到 ,或 池 )， 并 求 出 相应 的 概率 ,有 即 得 了 的 分 布 律 (联合 分 布 
密度 通常 是 先 求 分 布 函 孝 F(z), 在 求解 过 程 中 用 到 二 重 积分 化 为 累 次 积分 的 知识 ) 
国王 重 积分 域 是 由 pz,y) 关 0 的 区 域 与 曲线 < 一 zy( 或 2 一 VE 所 

dra) 


围 平面 区 域 . 由 pz(z) = 


Z= max(X,Y) 

Z. = min{X,Y} 
F(z) = Fx(z) »« Fy(z) 

(z) = 1—[1— Fx(z)|[1— Fy(z)]. 


;* 即 可 求 出 2 的 分 布 密度 . 


G3)| ' 当 义 与 了 互相 独立 时 ,其 分 布 函 数 分 别 为 


再 由 公式 pz(z) 一 中 中,， 即 可 求 得 联合 分 布 密度 ， 
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| 
= 1 2 
X 


1 2 3 
【 例 2.18】 设 (X,Y) 的 分 布 律 为 wi 5 10 10 


2 1 1 


Cm 天 站 全 


试 求 :(1)2 王 XTYZ5(2)2G 三 XY;(3)QZ = X/Y;(4)Z = max(X,Y) 的 分 布 律 . 
【 解 】 与 一 维 离散 型 随机 变量 函数 的 分 布 律 的 计算 类 似 , 本 质 上 是 利用 事件 及 甚 概率 的 
运算 法 则 .注意 ,2 的 相同 值 的 概率 要 合并 . 


a 
CE ls (ll sh 2 A rl 252 
> 2 0 | 1 3 4 
XY 1 = Se = 2 4 
X7Y 1 由 于 和 和 让 全 后 证 让 1 
max(X,Y) = 1 2 2 2 2 


(2) 


Se | 70 一 却 1 2 
(3) 


冯 10 10 10 10 10 


人 2 


a 4 
Ww 10 0 
【 例 2. 19】 设 (X,Y) 的 概率 密度 为 
ly 0 本 yy 
0， 其 他 . 
求 Z = 十 Y 的 概率 密度 . 


P 


p(X,y) = 
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【 解 】 先 求 Z 的 分 布 函 数 Fz(z) ,再 求 pro) 一 富生. 


人 尚志 和 0 时 ;Fz(z) = P{X 二 YY 和 2) 三 03 
《11 时 ( 见 图 3) 


Fz) = P(X 二 YR 2} = cz,mdzdy 
pb 


一 | 和 | “dy 


一 | e=- 工 ) d 工 


2 一 和 wt 1 2(t1—.r) 
Fz(z) =| dz| dy 十 | dz| dy 
0 0 2 一 < 0 
=z(2—2) 22) +(e 


一 一方 十 22 一 13 


1 261 一 >) 
(jy) 当 z 之 2 时 ,pCz,ydzdy = | dz| dy = 1. 
D 


综 上 所 述 
0 ， < 0 
上 2 < 有 
Fs) = ] 
2(2—2)— 22) (el, es 
1， > 
多 9 人 过 交 雪 1]， 
re -| VQ 
0 其 他 . 
【 例 2.20】 设 X 与 Y 相 互 独立 , 且 都 服从 (0,a) 上 的 均匀 分 布 , 试 求 Z 二 X/Y 的 分 布 密度 
与 分 布 函 数 . 
1 
一 Oe wy 
【 解 】 m4 一 
6， 其 他 . 
| 是 
py (y) = a 
0， 其 他 . 
由 于 XX 与 Y 
所 以 p(x,y) RR ?xT) * Gy(y) 
-所 Or 
0， 其 他 . 
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| 


务 布 画 乾 已 二 = 成 区 攻 力 -= P( 亏 坟 =) :二 el 


和 
FS 


(CD 2 0, Pot)pe.08 


(让 当 0 之 < 过 1 时 ,Fz(z) 一 二 | dy| dz = 地 5 
1 0 六 
(而 ) 当 ”z 污 1 时 ,Fz(z) = 点 | az| dy 一 1 一 去: 
a 0 x/* » 
0， < 05 
它 
人 
1 一 元 ， 世 !3 1 
0， > 
1 
A 
业 
PE | 
[@) a 党 
图 2.4(b) 
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题 型 ”一 维 随机 变量 的 数字 特征 


【 解 题 提 示 〗 (1) 记 住 如 下 几 种 分 布 的 数字 特征 . 


分 布 律 或 概率 密度 这 差 《区 ) 


分 布 


P(X=&k) = prq ,k=0,1 


1 De = 
| fa 
P(X =&) = Ctp'g”™* 
二 项 分 布 | 上 尺 二 0;1;2;*,n E(X)= np D(X) = npg 
A 
P(X=k)= Oe 
泊 松 分 布 k! De 
=O A 0 


rE (ab) 


指数 分 布 


(2) 解 题 程 序 : 
: 由 题 意 正确 写 出 随机 变量 义 的 分 布 律 或 分 布 密度 (有 时 不 易 写 出 分 布 密度 ， 先 写 出 分 
布 台 数 )， @ 利用 离散 型 或 连续 型 的 计算 公式 E(X) 或 D(X) 计算 期 望 或 方差 . : 


离散 型 ,着 | 一 2 一 


px 


Ee = Dzip, De = 2 — E(X)Jp. 
连续 型 : 设 g(x) 为 处 的 分 布 密度 , 则 
< 十 co 
EC(X) | Zp(X)dz D(X) = | i ECX)) Hz)dz 


@ 计算 DCLX) 常用 重要 公式 :D(X) = E(X*) 一 [ECX) 了 ， 


【 例 3.1】 设 某 厂 生产 的 某 种 产品 不 合格 率 为 10% ,假设 生产 二 件 不 合格 品 , 要 亏损 2 元 ， 
每 生产 一 件 合格 品 , 则 获 利 10 元 : 求 每 件 产品 的 平均 利润 . 
【 解 】 X 表示 每 件 产品 的 利润 , 则 X 的 可 能 取 值 为 一 2,10, 每 件 产品 的 平均 利润 , 即 和 的 
数学 期 望 , 于 是 EE(X) 二 一 2X0.1 半 10X0.9 二 & 8, 
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【 例 3.2】 把 4 个 球 随 机 地 投入 4 个 盒子 中 , 设 和 表示 空 盒子 的 个 数 , 求 E(X) ,D(X). 
【 解 】 X 可 能 的 取 值 为 0,1,2,3, 对 应 的 概率 为 


ee 1 AGCGC _ 36 
Pay = = 

JE ne 
P(X=2) 六 i = 9 


X 0 1 2 3 


于 是 X 的 分 布 律 为 ee 1 
Ga 64 64 64 


故 ECX) 一 0X 商 二 1X 溃 二 2X 他 十 3X 击 一 各 ， 
D(X) = E(X:) — [ECX)T 
二 (2 x 站 + x 二 2 > 全 十 x 直上 (全 ) 站 oe. 
【 例 3.3】 设 代 中 有 nn 张 卡片 ,记号 码 为 1,2,…,n; 从 中 任 取 m1 过 区 过 nn) 张 , 求 号 码 之 
和 的 数学 期 望 . 
【 解 】 设 X 表示 取出 的 za 张 号码 之 和 ,m 个 号 码 分 别 为 六 ,六 ，… ,XX，. 
了 


假设 每 张 卡片 被 抽 到 的 可 能 性 相等 ,于 是 
P(X A = ,1<h<nl<i<m, 


nl ll i Le nt a : 
Exe 2 7 7 lSi<m, 


72 全 和 n 2 


故 E(X) 二 E(X, 十 ,十 十 义 ,) 一 ME 和) 一 和 1 


【 例 3.4】 设 义 ,XX,,…,X, 为 正 的 相互 独立 随机 变量 ,具有 相同 的 分 布 , 试 求 : 
| 
RR 人 砍 o/ 


站 于 二 
WR 


si 总 
E(w 3 | 


ee 


eR < 


(Ts 
故 E( 寺 守 直 二 于 ) 一 F(T 
X, 有 
es 


【 例 3.5】 设 某 一 机 器 加 工 一 种 产品 的 次 品 率 为 0. 1, 检 验 员 每 天 检验 4 次 ,每 次 随机 地 抽 
取 5 件 产品 检验 ,如 果 发 现 多 于 1 件 次 品 , 就 要 调整 机 器 . 求 一 天 中 调整 机 器 次 
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数 的 概率 分 布 及 数学 期 望 , 
【 解 】 设 X 表 示 每 次 取出 5 件 产品 中 的 次 品 数 ,和 一 B(5,0.1) ,于 是 次 品 数 大 于 1, 即 需要 
调整 机 器 的 概率 为 
P= P(XS1)=1—P(XS<I)=1— P(X=0)— P(X= 1) 
二 了 一 (1 一 和 .15 CIX0 LX C1 0].= 0.082. 
设 Y 了 表示 一 天 中 机 器 需要 调整 的 次 数 ,Y 一 B(4,0. 082). 
于 是 P{Y = } = Ct(0.082):(1—0.082):* ,k= 0,1,2;3,4. 
故 一 天 中 调整 机 器 次 数 的 数学 期 望 为 E(Y) = 4 Xx 0.082 = 0. 328. 
【 例 3.6】 设 某 产品 每 周 需求 量 为 Q,Q 的 可 能 取 值 为 1;2,3,4,5( 等 可 能 取 各 值 ) ,生产 每 
件 产品 成 本 是 C = 3 元 ,每 件 产 品 售 价 为 C; = 9 元 ;没有 售 出 的 产品 以 每 件 C = 
1 元 的 费用 存 和 仓库. 问 生产 者 每 周 生 产 多 少 件 产品 可 使 所 期 望 的 利润 最 大 . 
【 解 】 设 每 周 的 产量 为 N, 显 然 N 过 5, 每 周 利润 
(的 人 CN， 当 Q>N 16N， 当 Q 二 > N， 
CO CN = CN HO We Ne a 当 Q<N. 
利润 的 数学 期 望 为 
E(L) = 6NP(Q> N) + (10Q—4N). PC(Q<N) 


= = 6NZ 车 +10>， 。 -4N 忆 二 


NHI 
i a 
多 5 


| 


。sNCO— 


二 -NCS N) 于 2 ， 
= 7TN 一 和 2. 
以 下 求 使 E(L) 达到 最 大 值 的 N. 


d 坚 
令 基 (BEGD) 二 ?一 2N = 必得 N :3:15. 


因为 jzCECLD) | 业 二 一 2 之 0, 所 以 N == 3.5 时 ,E(L) 达 最 大 值 . 
由 于 需求 量 Q 与 产量 N 均 取 正 整数 ,所 以 应 取 N 二 3 或 N= 4， a 3 件 或 
4 件 时 ,利润 达到 最 大 期 望 值 12 元 . 


[ 例 3.7】 设 随 机 变量 X 的 密度 为 f(x) 一 Fe ,( 一 co, 十 co), 求 ECX) ,D(X). 
【 解 】 E(X) = 六 六 Fe wd = 到 | CO 全 | ee“ PA 


1 十 ee 十 cc 4 
了 te 三 +p| ” De dz 


因为 te 在 (一 co, 十 cc) 上 是 奇 函 数 , 且 | ”ve dz 收敛 ， 
故 | dt 一 0, 又 寺 e ”为 密度 函数 ,| 了 edz = 1. 
DCX) = BR ERS= 户 (x—p)! 机 end 
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+ 


一 


全 偶数 积分 性 质 [1 
i 
< 0 


0 


to to 
2| te “d= 0 (2e" 26")| = 2, 


| 题 型 ”一 维 随机 变量 函数 的 数字 特征 


【 解 题 提 示 】 (1) 设 Y 是 随机 变量 XX 的 函数 :Y 二 g(X), 其 中 g 是 连续 函数 , 若 和 为 离 


>. Xl Xz a 加 


. 散 型 随机 变量 ,其 分 布 律 为 i ] 
: 及 | PD hk 
则 Rr 光志 


k= 


@X 为 连续 型 随机 变量 ,其 分 布 密度 为 f(x) 
则 BP) ECs) = | sc a 


(2) 无 论 久 是 离散 型 还 是 连续 型 ,Y 二 g(X) 的 方差 用 公式 计算 为 
D(Y) = D(g(X)) 三 ECY:) — TEC. 


【 例 3.8】 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 A(z) = -于 地 
再 [anag| KX |s1) 1 


【 解 】 EtminC| X1,1)]=| min(lzl,Df(z)dz=| zl Fezydzt| CE 
> 2 Ed 3 | 


lIzrl< 


3 
元 (1 zx) 


| Wy da 
1 


1 
| 全 
0 元 本 革 切 光 
1 


-二 
T 


2 
十 一 arctanzx 
n 


eT 1 1 
二 一 ]n2 十 一 ， 
1 区 3 A 


0 


ax, Oe 
【 例 3. 9】 tema i en | 2 所 x4 已 知 E(X) = 
0; 其 他 . 
2 P(N = 证, 求 :(1) 常数 a,p,c 之 值 ;(2) 随机 变量 Y 二 ex 的 期 望 与 
方差 . 
【 解 】 (1) 由 分布 密度 的 性 质 | ”7(z)dz = 1, 得 
NE | eaz+| er pe a ee 四 
又 ECX) 一 2 一 | az:dz 十 | (ex’+br)dr = Sat e+t66, 四 
0 2 3 3 
再 由 _ Pll 之 X<3) 二 袜 = | ardz+| (cr th)dz = FatDctb, @ 


解 联 立 方程 0,@,@, 得 a = Er = = 一 村; 
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(2) ECY) —.B(e*) =|,3 Ti dz 十 | (一 二 +ljeda= OD, 
By 二 玉 (elX) 二 | Tzerdzt | ( (e+ 1)ede Ee = 


故 D(C(Y) = E(Y’) 一 [EC 下 Ce 1y’ 二 人 1 


二 二 (ee 一 1D2 


【 例 3.10】 据 预测 ,国际 市 场 每 年 对 我 国 某 商 品 的 需求 量 X 在 La,o] 上 服从 均匀 分 布 . 每 
出 口 一 单位 商品 可 获 c 货币 单位 , 若 积压 一 单位 商品 则 亏损 4 货币 单位 , 现 由 
某 家 公司 单独 经 营 此 出 口 业务 , 问 该 公司 应 储备 多 少 该 种 产品 , 才 可 使 所 获 利 
润 的 数学 期 望 最 大 ? 
【 解 】 设 该 公司 应 储备 的 该 种 商品 量 为 y,a 过 y 过 5. 则 该 公司 所 获 利 润 为 
Ce 
cy， y 和 XL 
1 
X 的 概率 密度 为 rome ; 
0， 其 他 . 


时 
NE | Let ez—ay] , pdr+ | ey 十 


4a 委 工 委 0， 


dz 
a 


dl eg 各 1 | 
= Fa) 2 2 


ee [等 2 二 k= 力 


全 


ds er pe ee ol DC | a 
dy Bt 


d 4 Wd Fb 
人 -一 一 让 一 一 == 
令 本 0, 得 y a 


故 该 公司 储备 的 该 种 商品 量 为 只 二 时 ,所 获 利润 期 望 最 大 . 


【 例 3. 11】 设 一 批 100 件 产品 中 有 10 个 不 合格 品 , 据 验收 规则 ,从 中 任 取 5 件 产品 进行 质 
量 检验 ,假如 其 中 没有 不 合格 品 , 则 这 批 产品 被 接收 ， ed 
品 逐 个 检验 , 求 :(1) 任 取 的 5 件 产 品 中 不 合格 品 件数 X 的 概率 分 布 . 数 学 
人 
分 布 比较 . 


mr 5—m 1 
【 解 】 (1) P(X =m) = ,Cm 三 051,2,3,4559 超大 何 分 布 


100 


人 X 0 1 2 总 4 9 
XX 的 分 布 律 P |10.583 0.340 0.070 0.007 0.000 0. 000 


X 的 数学 期 望 E(X) a 于 
Te 


X 的 方差 DCX) = mpg 人 人 a 


和 过 三 '0.432， 
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Cs a M 
八 超 几何 分 布 :P{X = m} = < (m= 0,1,*.…,min{n, Ni}), 


NI 十 N2 


Ee 刷 DCX) = aid( 信 三 7)， 其 中 二 人 4 = 党 ,N= N+ Nz. 


其 参数 ns Ni,N; 均 为 自 然 数 ， 
(2) 需要 进行 逐个 检验 的 概率 为 
Q= P(X 宇 1) = 1— P(X 三 0) 三 上 一 :0.583: 三 0.417. 


Cop OO CO = 0590 
P= ORSA0 GG td KO 00 = 0 S28 
P(X = 27 直 QD CE COT MD A 0 073 
PX = 3 = 70,007 GCG X(N = 0 0081 
ROX Ed CCO 1 X00 = O00045 
PX =0 GEX (OD RO V0 = .000001 
故 可 知 P(X = mn) = A Crp"g™™. 


题 型 五 ” 求 二 维 随机 变量 的 数字 特征 | 


【 解 题 提 示 】 已 知 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 密度 (或 联合 分 布 律 ), 求 EC(X),DCX)， 
ECY), D(Y) 或 协 方差 Cov(X,Y) 及 相关 系数 ou ,一 般 按 如 下 程序 进行 : : 
@ 求 出 (X,Y) 关于 和 ,7 的 边缘 密度 fx(z) ,fy(y); 
@ 利用 如 下 公式 计算 相关 的 量 : 
离散 型 :POX = Y=) = 大 全 六 三 1250755 出 


ECX) = Drip: = > Drips, ECY) = Dp., = > 2 vibs, 

ee bs EFT, Diyy= 2 Ly E00 1p 
连续 型， Ce 的 联合 密度 为 f(z,y), 则 1 

2 “fxn | | fdzdy, 


EY) =| ydy = | | yf ery)drdy, 


DX) = J- 人 De = FR [dy 
协 方差 Cov(X,Y) 二 EC(XY) — E(X) » E(Y). 
必定 Cargo No ke te 


VD VD YDORI VDES : 
1 当 X,Y 相互 独立 时 ,EC(XY) = E(X). E(Y);D(X+Y) = D(X) +D(OY); | 
2" 当 XX,Y 不 相互 独立 时 ,D(X 圭 Y) 二 D(X) 上 DCY) 十 2cov(X,Y) = DCX) 二 DOD 二 
ei VD EE 8 
3” 当 (X,Y) 为 二 维 正 态 分 布 时 , 则 基 与 Y 不 相关 ;等 价 于 久 与 了 相互 独立 ; 
4" 正 态 随机 变量 的 线性 组 合 仍 为 正 态 分 布 . 
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【 例 3.12】 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 联合 密度 为 


ey 0 
f(xy) = | 
0， 其 他 . 
试 求 : (1) 常数 cf (2)E(X),E(Y),D(X),D(Y); (37Cov(CX YY) 相关 系 
数 pxy. 
十 co 『 十 co 1 I 1 
【 解 (1)1 | | FFCzyy)dzdy = | zdz| ydy 王 c 了 dz 一 = "0 
Ee 0 0 0 
Brys _ Otis0 NL 
所 以 GCC) | 
0， 其 他 . 
1 工 1 Ea 1 
(2)E(R) | (| Ze。8zydy)dz = s| zidz| ydy = 4| dz 一 生 ， 
0 o D 0 0 


1 
EC(Y) | 中 y。8zydz)dy = 二 


1 十 工 1 
二 | d x » 8Tydy)dz = s| zdz| ydy 三 4| ee r= 守 ， 
D 0 0 0 0 


外 2 = -于 4 J 2 
DX) = ERY — LECRY] 三 人 
ECY:) 三 | (| bd 了 

本 zy 2 Nt SR 
DOY) = EC ) —[E(Y)T = 3 [a i 


1 1 EA 1 
EC(XY) =| (| Zy。8Zzydy)dz = 引 zidz| dy = 3| "ds 六 
0 0 0 0 0 


| sd 0 
(3)Cov(X,Y) = EC(XY) — E(X)E(Y) = © — Xi A 
本 
Cm ve WD | | WN 26 


ry VD VD 1 
5 M225 


< 二 AD 1 
178° L781Y8 


【 例 3.13】 已 知 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 
0 |Xa 0 ‘1/8 


1 |1/8 1/8 1/8 


试 求 ; (1)ECX) ,ECY), D(X), DOY); (2)Cov( XIY) oo 
(3) 问 X,Y 是 否 相 关 ? 是 否 独立 ? 
【 解 】 (1) 先 求 出 X 与 Y 的 边缘 分 布 律 分 别 为 


X Ft 0 中 ,a = 0 1 

人 “i 

Fi: 8 8 8 Di 8 8 8 
3 2 入 

EX A Dm Csi lMm 人 Fd RBC) =0, 
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Ny :0 NO Wey) 0 
二 


DOX) = ECX2) 一 [EC 于 一 号 一 0 六 用 ,DGZ) = 六 

Coy EERYY =, C= 1 D X 言 十 DX0X 癌 十 CD X1 尖 于 二 0X( 一 D)X 
1 1 1 1 r 
言 二 0X0X0 二 0X1※ 言 十 1X 一 了 D 义 言 十 TX0X 言 半 1X1 娄 革 0， 


Cov(X,Y) = ECXY) LECX)E(Y) =0, pw = 0; 


Py ey 天 革 X 写 一 P(X 二 一 1 P(Y 一 一 ]), 所 以 X 与 


Y 不 相互 独立 . 
题 型 下 ”二 维 随机 变量 (X,Y) 函数 Z = g(X,Y) 的 数字 特征 | 


【 解 题 提 示 】 记 住 如 下 公式 : 

(1) 设 ( 了 X,Y) 为 离散 型 ,联合 分 布 律 为 

P(X = XoY = Y,) = PG 三 本 255 

则 BO) Rls Do bo 


DZ) = Dle(X Y= EZ ) = EE 


十 co fioo 
则 ECZ) = ELgCX,Z] 一 | | gC, fry dzrdy, 
D(Z) = D[g(CX,Y)] 二 ECZ:) 二 [ECZ) 了 . 


【 例 3.14】 已 知 DCX) 二 :25,D(7) =:36,pxy 一 0.4, 求 了 (XTY) 及 DGX 一 了 ). 
【 解 】 因为 D(X 士 Y) = D(X) 十 D(Y) 土 2Cov(X,Y) 
= D(X) + DY VDCEY VD pyy. 
故 D(X 十 站 = 二 DCX) 二 DO(Y) 十 2Cov(X,Y) = 25 十 36 十 2 V25 V36 X0.4 = 85， 
D(X—Y) SD FLY 2C0ov(X,Y) = 25 十 36 三 2W25 v6 X0.4 37, 
【 例 3.15】 设 随机 变量 XX 和 YY 相互 独立 且 都 服从 正 态 分 布 N (yso), 试 求 :2 二 aX 叶 BY 
和 Zs = aX 一 BY 的 相关 系数 p,。 ,其 中 a,8 均 为 常数 . 
【 解 】 由 题 意 Be BD ysD(X) = DO = 
E(Z1) = E(aX +BY) =aE(X)+BE(Y) = (a +A rE(Z) 一 we 一 由， 
D(21) = D(aX +BY) = a D(X) HRDEY No m+ BDGD) = oa tpF), 
E(Z12;) = E(aX + BY)(aX PY) = E(B BY = EN) DED, 
= a {D(X) + [ECX)]} —F{DOY) PLECWY} 
odo oa | ) 
= (@ —pPF)(e tp) 
( 注 :D(X) = E(X’) 二 [E(&)] SECX) = D(X) + [EC TS) 
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涂 品 王 划 COg( 交 二 0 中 下 计 民有 加 加 入 人 BECZDDBCZD 
Pr WD NAD iD) 
(Ma [十 Jo BYY “8 
g(a 十 庄 ) «二 
【 例 3.16】 设 E(X) =2,E(Y) 一 4,DCX) = 4,D(Y) 二 9,pxy 二 0.5; 求 :DU 二 3X* 一 
2XY 十 Y? 一 3 的 数学 期 望 ;(2)V = 二 3X 一 了 十 5 的 方差 . 
【 解 】 (1) E(U) 二"E(3X*—2XY 二 Y’—3) 


一 DCX) + [ECR)T) — 2LE(CXY 7 EOD pr /BR VD TE 
[DCOY) + (EC(Y))’] — 3 = 24, 
(2) DCV) = D(3X—Y5) = 9D(X) + DOY) — 6Cov(X,Y) 


=45— 6 VD WB = 27. 


【 例 3.17】 设 X,Y 是 随机 变量 , 均 服从 标准 正 态 分 布 ,相关 系数 pw 一 亏 , 令 Z1 一 aX， 
Zi 二 bX 十 cY, 试 确 定 a,b,c 的 值 ,使 D(Z1) 二 D(C(Z,) = 二 1 且 Z 与 Z; 不 相关 


【 解 】 由 题 设 可 知 ，E(X) 一 EC(Y) = 0,D(X) 一 D(Y) 一 1,pwy 二 方 : 
于 是 ,DC2Zi) 三 D(aX) = De 4 
D(Zs) = DBX +¢eY) = D(X) + DcY) + 2Cov(bX ,ceY) 


=BD(X)++e DY) 42 Cov(X,Y) = 2 .lvl 


三 成 十 二 (因为 COV(XY) = ps ANDOX) YD)), 
BN ne a EI 人 末 于 翅 十 去 a 


再 由 题 意 有 a = 二 1,6: 十 必 十 be 二 1， 十 广 ac = 


【 解 题 提示 】 求解 多 维 随 机 变量 X 的 数学 特征 的 程序 : 
(1) 分 析 和 欲求 解 的 随机 变量 对 是 否 可 看 成 若干 随机 变量 六 ; 的 和 ,而 Xi 服从 (0 一 1) 分 布 ; 
1， 第 i 事件 发 生 ， : 


ER » FD a 
(2) 引入 新 随机 变量 各 第 i 事件 不 发 生 ; 


03) 未 出 五 (X)，DLX Di 

(4) 再 分 析 X, 与 义 ; 是 否 相互 独立 ,然后 根据 相应 公式 求 出 ECX),D(X). 
设 P= 1) = PiP(R .0 = 1 Pad BRy PID) = PO By 
则 ‘BE(X) = SUECX,). 一 


与 处; 相互 独立 
D(X) = DCTX) 一 一 一 DDX) = 飞 P(I 一 P)， 
六 与 入 不 独立 


D(X) = D(C > KX) DCX) oe Ov, AR 光 
L i i i 
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[ 例 3.18】 一 民航 大 巴 载 有 50 位 旅客 从 机 场 开 出 ,旅客 有 10 个 车 站 可 以 下 车 ,如 到 达 一 
车 站 没有 人 下 车 就 不 停车 ,以 X 表示 停车 的 次 数 , 求 ECX).( 设 每 位 旅客 在 各 
个 车 站 下 车 是 等 可 能 的 ,并 且 各 旅客 是 否 下 车 相互 独立 ) 
[分 析 】 停车 次 数 习 可 看 作 XiG 一 1,2,…,10) 的 和 ,X, 服从 (0 一 1) 分 布 ,因此 该 题 可 用 
(0 二 1) 分 解法 求解 
0, 在 第 1 站 没有 人 下 车 ， 
[WR 引入 随机 变量 ,一 |] 在 第 :让 有 人 个 率 (一 92510) 
X= 二 和 和 填 半 ;十 十 六 io: 


由 题 意 , 任 一 旅客 在 第 i 站 不 下 车 的 概率 为 了 因此 50 位 旅客 均 不 在 第 i 站 下 车 的 


概率 为 (让 ) ,在 第 1 站 有 人 下 革 的 概率 为 1 一 (名 ) . 即 


= 和 = ( 讽 ) ， 


局 ( 半 (站 ) i 二 全 


Bex2 一 借 ) Po 一 仿 六 人 增 站 
故 EC(X) 一 EGR + Xs tt) EGG) 十 二 ECXD = 10 — (NH) | 
因为 X; 与 X; 相互 独立 ， 


es DG = = 了 0( 讽 ) [1 (名 ) 1 


[ 例 3.19】 设 有 ， 把 看 上 去 样子 相同 的 钼 是 ,其 中 只 有 一 把 能 打开 镇, 用 它们 逐一 去 试 开 
锁 ,负电 一 把 是 等 可 能 的 ; 且 每 -次 开锁 是 相互 独立 的 ,每 把 钥匙 试 开 一 次 后 
拿 走 , 记 X 表示 打开 锁 时 已 经 试 开 过 锁 的 次 数 , 求 ECX) 
0, 前 Gi 一 1) 次 取 的 钥匙 中 有 能 打开 锁 的 ， 
2F X， 一 EE == 
[可 六 随机 本 昌 FF | 1 前 (: -1 洋 耻 的 全 网 放大 居 订 开锅 的 二 1 
Xi = 1,E(X,) = 1, 


二 X, 二 访 )XisX; 一 (0 一 1) 分布 
i=2 


EO = E(X RF DHE(E Y= > PERE = 
i 22 


而 BX,=1)= P(A A A ) , 
Pd | Me A DOM ,| ee A pCa | 


Bs i dn 
i it ei n n ! 


故 ECX) = EX)+ DEX)=1+D 1+i nitD 
1 一 2 i=2 1=2 


一 1 十 二 [bn 一 十 (mn 一 2) 十"… 汗 2 十 1 
nn 二 1 
“二 
【 例 3. 20〗 将 nr 个 球 随机 地 放 入 NN 个 盒 中 ,每 个 球 放 和 人 各 个 盒 是 等 可 能 的 , 求 有 球 的 盒子 
296 


第 三 章 ， 随机 变量 的 数字 特征 


数 X 的 数学 期 望 . 
0,; 第 i 个 盒 中 无 球 ， 
AF RE 和 一 
【 解 】 引入 随机 变量 (1 i 
显然 太 二 十 区 55 二 十 区 和 Ni 
因为 P(X, =0) = (人 ) PC a (Rh) 1 Sr 


于 是 ECX) 二 1 二 (和) , 故 ' “EC(X) = D1E(X,) = N| 1 一 他 二) 
【 例 3.21】 将 ”只 球 (1 ~n 号 ) 随机 地 放 进 n 只 盒子 (1 一 m 号) 中 去 ,一 只 盒子 装 一 只 球 ， 
将 一 只 球 装 人 与 球 同 号 码 的 盒子 中 , 称 为 一 个 配对 , 记 X 为 配对 的 个 数 , 求 
ECXY. D(X 


1, 第 i 号 球 恰 装 和 人 第 i 号 盒子 ， 


【 解 】 引入 随机 变量 X; 一 a ; 号 球 不 是 装 入 第 ; 号 盒子 


则 XX 一 2 Xi ， XX 服从 (0 一 1) 分 布 ,ECX) 二 1 PO 一 1 一 于 (iI,n)， 
i=1 4 


OE TT 二 1 
il 


i=1 


灵 ”DC 六 对 41(1— 二 jx 之 间 不 独立 . 
A n 


所 以 D(XY= DCX Xi + XD = DDEX) 2 2) Cov(X,,X)), 
j= 


COX A EX EEUR), 

其 中 XXX 一 rie hy 号 球 均 配 上 对 ， 
0, 其 他 情况 . 

X;X; 一 《0 一 1) 分 布 . 

NN = PNK DP Da 
| 


和 人 1 
nv mn 
| | 1 1 ME 
所 以 二 -Govt 33 nm 喀 2 i 


故 ”D(X) = 二 (1 一 二 + 二 = E 


题 型 VW 有关 证 明 题 | 
【 例 3.22】 设 A 和 B 是 试验 E 的 两 个 事件 , 且 P(A) > 0,P(CB) >>0, 并 定义 随机 变量 和 X， 
了 如下: 
_ 作 , 若 妈 发 生 Si 
0, 若 A 不 发 生 ， 0, 若 了 不 发 生 . 
证 明 : 若 ov 一 0, 则 X 和 了 必定 相互 独立 . 
【证 】 X,Y 的 分 布 律 分 别 为 
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] 0 XY 1 0 
PeB}Y 人 PI PAB) 1 P(AB) 


混 0 洲 
P| P(A) P(AY P 


于 是 E(X) = P(A),E(Y) = P(B)YE(XY) =AP(AB); 
Co X,Y) E(XY) 一 E(X)E(Y) 
i i 
即 P(AB) 二 P(A)P(B), 故 A 与 B 相互 独立 ;由 事件 独立 的 性 质 可 知 A 与 B,A 与 
B,A 与 也 相互 独立 ,于 是 
PX "iY = PUABS "PDPB PRY i 
Pl YE0) = PtAB) PONP(B) EX EPY Eo0), 
P(E= 0 = 1) = PB = PP = PEBBLEy, 
P(X=0Y=0) PA PPEN Pe = QR 0): 
故 六 与 Y 相互 独立 . 
【 例 3.23】 设 随机 变量 X 与 Y 相互 独立 ,证 明 : 
DCXY) = D(X) « DO(Y) FLECX) FDOY) + [LEC DX). 
[if] D(XY) = ECX’Y’)—[E(CXY)Yi = ECX)ECY) = [ECX)JFLEC)]: 
= [ECX2) — (ECX))*JE(Y’) + [EC FECY) — (ECX)): (ECY))Y? 
= D(X) . EC(Y’Y EEC LECYD) 一 (五 CY))2] 
DOXILECY’) — (ECY)):J]+ [IECXI EDCY) 十 DCX) » (ECY)Y: 
= DX) » DOY) 4 CECXIDOY) PF ETIIIDXY 
【 例 3.24】 设 X= aXi 十 6b,Y = cXs 十 d, 其 中 4a.b.cwd 均 为 常数 ,上 且 asc 同 号 ， 
“证 明 :pxy 一 Oxi 
BE Be) = E(x, + = aB CE ) tb, POP 
DI = DR DO = 2D) 
EXY) = Hai p(X bal cpl) | OE) Taam) ee 
ECX) » E(Y¥) = (aE (Xi;) 60) (cE CK,) + 
= BR ) EO) WER ) FadB er) 4 bs 
ECX = EEOD = ol By EO I BCR, 
_ E(XY) ,EE(X)E(Y) _ ac[E(K Xs) — ECXI): ECK)] _ 


于 是 = 
Sy VD) VD DR 2 


| 
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| 题 型 ”估算 随机 事件 的 概率 


【 解 题 提示 】 常用 的 方法 有 两 种 : 
(1) 利用 切 比 雪夫 不 等 式 : 
设 随机 变量 和 具有 数学 期 望 刁 (X) 和 方差 D(X), 则 如 下 不 等 式 称 为 切 比 雪夫 不 等 式 


PH 
y € 


或 者 Pl A ee 


解 题 程序 :Q@ 依 题 意 选择 随机 变量 X, 求 出 下 (X),DCX); 

加 将 Pla 过 和 一 外 化 为 PP 人 | X 一 ECX) | 二 e}), 或 P{| X 一 E(X) | 宇 e); 

图 由 切 比 雪夫 不 等 式 作 出 Pfa 二 义 二 如 的 估计 . 

(2) 利用 中 心 极限 定理 ( 解 题 的 指导 思想 是 化 为 标准 正 态 分 布 ) 

常用 的 中 心 极限 定理 有 : 

定理 1 宁德 伯 格 一 列 维 定理 (独立 同 分 布 的 中 心 极限 定理 ) 
设 Xi Py 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 且 ECXD = 4 D(CX.,) - 0 ee:; 
0(i 二 12.…), 则 对 于 任何 实数 工 ,有 


Dx mH je 
lim P ; 一 ezdz, 
> | vio <:| a 


定理 2 德 莫 佛 一 拉 普 拉 斯 定理 (二 项 分 布 以 正 态 分 布 为 极限 ) : 
设 随 机 变量 h(n 二 1,2,…) 服 从 参数 为 n,P(0 二 了 过 1) 的 二 项 分 布 , 则 对 于 任 : 


wr = i 六 
1 < 
何 实数 xX, 有 limP| pp ~ | 交 di 


D(X) 
Et 


解 题 程序 : : 
GD 判别 随机 变量 (序列 ) 是 属于 伯 努 利 分 布 ,还 是 独立 同 分 布 ,并 求 出 数学 期 E(X) 二 jy， 
方差 D(X) 一 0; 

@ 写 出 相应 的 随机 变量 


[一 于 二 一, 各 服从 伯 努 利 分 布 ， 


和 Nd dG en 
ee 
DOR 了 
二 一 有 从 攻 过 同 休 过 : 
Mno 
et 
@P{U < x} = e Td = B(x), 


和 


} Aas2 
Pl le th 
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【 例 4.1】 在 每 次 试验 中 ,事件 A 发 生 的 概率 为 0.5, 利 用 切 比 雪夫 不 等 式 估计 ,在 1000 次 
独立 重复 试验 中 ,事件 A 发 生 的 次 数 在 400 ~ 600 之 间 的 概率 . 
【 解 】 设 X 表示 在 1000 次 独立 重复 试验 中 ,事件 A 发 生 的 次 数 , 则 X 一 了 (1000,0.5) 
E(X) = np = 1000.X'0;, 5— 5005DCX) = np(l1—p)= 1000 Xx 0.5X0.,5 = 250, 
400 二 二 600 导 400 一 500 过 了 XX 一 E(X) < 一 600 三 500 后 | X 一 5001 一 100， 
于 是 ” 取 8 = 100, 有 


P{400 < X600}= P{| X=500|< 100} 主 1— 


ma 


【 例 4.2] Me me 的 概率 ， 
确信 在 1000 次 试验 中 ,事件 A 发 生 的 次 数 在 200 ~ 300 之 间 . 
【 解 】 设 X 表 示 1000 次 独立 重复 试验 中 ,事件 A 发 生 的 次 数 , 则 X ~ BC1000, 十 ). 


ER 1000X 工 一 LD pl py 1000X 村 义 半 二 3 ,200 < 
X=30008200—250 -EX)<300—250,463,| 了 一 250 | 过 0; 于 是 ; 取 8 == 
50, 有 
375 
2 
P{200 = X < 300) 一 了 了 什 到 十 250 |< 50) > 1 一 下 一 1 r= 0.925， 


这 说 明 在 1000 次 试验 中 ,A 发 生 次 数 在 200 ~ 300 的 概率 不 小 于 0. 925. 
【 例 4.3】 某 微机 系统 有 120 个 终端 ,每 个 终端 有 5% 的 时 间 在 使 用 . 若 各 终端 使 用 与 否 是 
相互 独立 的 , 试 求 有 不 少 于 10 个 终端 在 使 用 的 概率 . 
【 解 】 设 X 表示 使 用 终端 的 数目 , 则 XX ~ B(120,0. 05)， 
E(X) := 120'X0, 05 =,6, D(X) 二 120 X 0:05 Xx.0,95 = 5.7, 
XEX) :10—6, 


PPIX 10) = 1 P(N 10) = 1=Pt 
VD(X) Vo.7 


RS 一 更 (1.7) = 0.045. 
【 例 4.4】 利用 切 比 雪 夫 不 等 式 及 中 心 
行 比较 ,其 中 jy 是 n 次 伯 努 利 试验 中 事件 A 发 生 的 次 数 ,p 为 事件 A 每 次 试验 


时 发 生 的 概率 . 
【 解 】 E( 各 )=p,D( 各 )= 坟 DG) 一 十 :npgq = = A,g 三 1—p, 
1 


人 
ols 


各 一 放下 = LP 


sa 
Behp > ni! piesp 


/2 [Ra /bq 
n n n 
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pu ng ia, | 
| pq Vnpg 5 pq 


~1-s(eV2)+ el eM)=2li ve) 


【 例 4.5】 将 一 枚 硬币 连 搓 100 次 ,计算 出 现 正面 的 次 数 大 于 60 的 概率 . 
【 解 】 设 X 表示 搓 100 次 出 现 正面 的 次 数 , 则 X ~ B(100,0.5), 于 是 
E(X) = 100 xX’0.5= 50,D(X) = 100 X 0.5X (1—0.5) = 25, 
区 一 50 2 


于 是 ” P{X60) 二 1 一 己 玉 过 60) 富生 到 


> 一 更 (2) = 0.0228. 

【 例 4.6】 检查 员 逐 个 地 检查 某 种 产品 ,每 次 花 10 秒 钟 检查 一 个 ,但 也 可 能 有 的 产品 需要 
再 花 10 秒 钟 重复 检查 一 次 ,假设 每 个 产品 需要 复 检 的 概率 为 0. 5, 求 在 8 小 时 
内 检查 员 检 查 的 产品 个 数 多 于 1600 个 的 概率 是 多 少 ? 

【 解 】 引入 随机 变量 X;( 表 示 第 i 个 产品 花费 的 时 间 ) 

10, 第 i 个 不 需 复 检 ， 

20, 第 i 个 需 复 检 ， 

则 XX 二 》)X; 一 一 检查 1600 个 产品 所 需 花 时 间 . 

于 是 ECX) = 10X 0.5 F200 5 = 15, 

DE) = ECX) — [ECX) TE = 天 2 和 0.5 寺 20 X09 15: 一 125 

由 独立 同 分 布 的 林 德 伯 格 一 列 维 定理 可 知 

X—nE(X.;) < 8X | 


< 


no VnXso 
全 | 
Hi x5 V1600 xX 5 


X1600X15 
40X5 


【 例 4.7】 一 保险 公司 有 10000 人 投保 ,每 人 每 年 付 12 元 保险 费 .已 知 一 年 内 投保 人 死亡 
率 为 0.006, 如 死亡 ,公司 付 给 死者 家 属 1000 元 , 求 :(1) 保险 公司 年 利润 为 0 的 
概率 ;(2) 保险 公司 年 利润 不 少 于 60000 元 的 概率 . 
【 解 ] 设 X 为 投保 的 10000 人 中 一 年 内 死亡 的 人 数 , 则 X ~ B(10000,0. 006)， 
E(X) = 10000 x 0.006 = 60, D(X) = 10000 Xx 0.006 X (1 一 0.006) = 59. 64, 
(1) 设 保险 公司 利润 为 Y, 则 
Y= 10000 XT25 1000% 三 :0-=»> 逆 二 -14120， 


要 - 6012° 
由 泊 松 定理 P{X = 120} = 1201 


(2)P{Y > 60000} = P{10000 X 12—1000X 宇 60000} = P{0 过 久之 60} 
_ 让 | 一 加 R= RN 
M59.64 V59. 64 V59.64 
一 60 
V59:64 


P{X<<8XxX3600} = P| 
( 秒 钟 》 


一 时 | 2 B24) = 1. 


“ea0; 


2B(0)— BD ) = 更 (0) 一 下 (一 7.77) = 0.5. 
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题 型 ”试验 次 数 的 确定 | 


【 解 题 提 示 】 一 般 是 通过 中 心 极限 定理 求解 7. 
解 题 程序 : 

a a—E(X)  X—E(X) nSE(X) 
CD MS OO Te a S yoy ， 
a R= BO < | 
MDXY DY DY) 

(EE)- ( bX 
VDOXY MTCR 
(3) 查 正 态 分 布 表 , 解 不 等 式 ; 得 出 nn 值 ， 


【 例 4.8】 计算 机 作 加 法 时 , 先 对 加 数 取 整 ( 取 最 靠近 该 数 的 整数 )， 设 所 有 的 取 整 误差 是 
相互 独立 的 随机 变量 , 且 都 在 区 间 [ 一 0.5;0.51 上 服从 均 名 分布. 求 :(1) 若 将 
1500 个 数 相 加 ,总 误差 超过 15 的 概率 ; (2) 最 多 多 少 个 相 加 能 使 绝对 误差 总 和 
不 超过 10 的 概率 不 小 于 0. 90. 

【 解 】 设 XX, 在 (i = 1,2,…,1500) 为 各 个 数 的 取 整 误差 ， 


因为 X; 在 [一 0.540i5] 上 服从 均匀 分 布 ;所 以 E(XD》 三 0,D(X;) = 读 


(DDI KE Sa 


js 


500 1500 


(G) 令 和 一 i 则 ECX) — 2 ECX) = 0,DX) = 1500 x 二 = 125. 
由 林 德 伯 格 一 列 维 中 心 极限 定理 ;有 


Pl| RR eed} 二 PA| Xl 
一 SEO 有 二 一心 
3 rl i a et 
Ls 
il A 


= 1—(2xX0.9099—1)= 0.1802. 


(2) 信 2 = Dx 由 题 意 求 ,使 


天 而 人 六 二 10} 主 0. 90. 
由 林 德 伯 格 一 列 维 中 心 极限 定理 ,有 


30 = J a 10 
Bl 7 A 265| Se 


i Vn/12 
10 
a rl. 95. 查 表 得 10、 /过 > 1.645， 


解 之 nn 三 443.5, 从 而 n= 二 443. 
【 例 4.9】 一 个 复杂 系统 由 100 个 相互 独立 的 元 件 组 成 ,在 系统 运行 期 间 每 个 元 件 损坏 的 
概率 均 为 0. 10. 又 知 为 使 系统 正常 运行 ,至 少 必须 有 85 个 元 件 工作 . 求 ， 
(1) 系统 的 可 靠 度 ( 即 正常 运行 的 概率 );(2) 上 述 系 统 假如 由 nn 个 相互 独立 的 元 
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件 组 成 ,而 且 又 要 求 至 少 有 80% 的 元 件 工 作 才 能 使 整个 系统 正常 运行 , 问 n 至 
少 为 多 大 时 ,才能 保证 系统 的 可 靠 度 为 0.95? 

1, 第 i 个 元 件 没有 损坏 ， 

0, 第 i 个 元 件 损坏 . 


XX 为 系统 正常 运行 时 完好 的 元 件 个 数 , 则 X= 2 ;Xi(i 二 1,2,…,100) 服从 


【 解 】 (1) 设 X 二 | 


100 
(0= 卫 六 布 ,这 二 C00,0: 09 
i=1 
于 是 E(X) = 100 X0.9= 90,D(X) = npq = 100 Xx 0.9X0.1=9, 


故 所 求 概率 为 P{X 之 85) 二 1 二 P(X 二 85) 二 1 


和 一 90 5 i 
一 一 


K-40, 9n SO Bn—L 0 On | 
(2)P{R 0;8 =P| 三 =P 之 
We Qn a 站 | 

to 3 浊 Vn 

人 etd=| e zd BE 

上 4 大 TV (3) 


查 8[( 炊 )= 0.95 > 之 和 1.65 二 人 256. 


题 型 下 证明 题 
【 例 4. 10〗 设 X 为 连续 型 随机 变量 , 且 El(e*)(k 二 0) 存在 , 则 P{X 三 e) 瓜 


【证 】 因为 ECe*) 存在 ,所 以 
P{X = P(X Re = P{lesS eee) 


祝 IE f(z)dz(f(z) 为 X 的 分 布 密度 ) 


Ce 
a 


kr toc 
el 吕 sf(zdzs| [ef (2)Jdz ee EE (et ). 


【 例 4.11】 用 德 莫 佛 一 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定理 证 明 , 在 伯 努 利 试验 中 ,车 0 二 p 二 1, 则 不 
论 训 如 何 ,总 有 
P{|ly—np |<k}—>0, (n— o0). 
【 解 P{| jy,—np | 过 人 = Plnp—k<p, nptk)} 


一 上 jir — Np k Ek 二 
=P < < be 
a 


4 Te 
其 中 :@(zx) 二 一 一 es dt. 
V2r 一 


% k 
li = = 
因为 lm | @ (二) ol | y 
故 P{| pO— np |=<k}—0,(n = oo0). 
【 例 4.12】 设 {X,},n 一 1,2,… 为 互 不 相关 的 随机 变量 序列 ,有 E(X,) = j,,D(X,) = 
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QnNn a 1 ,2,5., 状 当 We 时 ， i = 29 则 当 i OO 二 3 疾 
1=1 


.0 
三 一 一 一 一 依 概率 收敛 于 0. 
Sas 
i=1 
【 解 】 显然 ,E(Y,) = 0, 且 由 {XX,},n EP 1l%2°°* 的 互 不 相关 性 ,有 
DOY,) = E(Y?) = 一 二 一 PEK pd, —p) 
O36 ) 
= ee ed ECX,—p)C%, 一 万 澡 
(D0) 全 
一 Ee : 玉兰 到 
(PD Do 
i=1 iaxl 
由 切 比 雪夫 不 等 式 , 对 任 给 s 之 0 有 
PU 二 BD, | 站 过 = 0 ee 


1 

nn 
SS 2 2 
EO 


i=1 


故 Y, 依 概率 收敛 于 0. 
【 例 4.13】 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 /(z) 一 je“(z 之 0) 证 明 ， 


es dy 
mm 和 十] 
【证 〗 P{0 二 XX 二 2m 二 1)} = P{ 一 (m+ 三 XX 一 (m+ 二 +1) 二 m+1} 
一 P{| XX 一 (m 十 1) | 二 mx 十 1}， 


E(X) 


十 co mm 
L 二 “dz 一 十 |， nl edr = Tm+2) 
0 ml! 
i 
ml! 


1 二 co 
立 zx” +2 


好 (X) 三 | edz 一 一 
0 ml 


Ci Tm 3) 


一 (m 十 2)(m 十 1)， 
于 是 D(X) = EC(X’)—[E(X)J] = (m2)(m+T DD) (m+1) =mtl. 
故 由 切 比 雪夫 不 等 式 有 


Pt0 之 次 之 20m 十 1)} = 二 PN| 生 一 0m 二 定神 二 生生 1 一 2 于 1 计 开 


(m 二 1)? mm 二 1" 


图 和 RT) 一 | ze dr(r>0) 是 参数 r 的 函数 , 称 为 下 函数 , 工 函 数 的 一 个 重要 性 


质 为 了 (7 十 J 三 三 (Cr (rr S50). 
特别 有 工 (n 十 1) = nl(n 为 自然 数 ) 
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| 题 型 1 样本 容量 ,样本 均值 及 样本 方差 S: 的 数字 特征 和 概率 的 求法 


【 解 题 提示 】 (1) 记 住 常用 的 统计 量 公式 : 


-样本 均值 下 一 二 DX 一 二 (Xi 十 Xs 十 … 十 X)， 


i=} 


} 1 
样本 方差 re 
样本 的 上 阶 鼎 吉 算 Al 一 上 了 Xt = 1;2,.…， 

ns 


样本 的 大 阶 中 心 答 ”Bs 一 二 D(X, 一)* ,k= ,2 
i=1 


(2) 记 住 常用 统计 量 的 分 布 ( 抽 样 分 布 ): 
1” 叉 的 分 布 
设 久 和 NC) 全 东 证 和 网 
2 
WO 
2 ”YY 分 布 
稚 问 一 所 (0.]s XiXz on 是 议 的 一 栖 料 未 。 则 为 
是 玫 二 有 一 了 Ge， 
性 质 :一 MaD9X2 一 《nz); 则 Xf 十 X62 一 :Cn 十 nz). 
其 分 布 密度 图 形 见 图 5. 1. 


: 对 于 给 定 的 a,0 过 a 二 1, 称 满足 条 件 
70) 


Fy) pel ,f(Ddy 二 a 的 点 Xx(n) 为 y(n) 分 布 的 
Xn 
上 a 分 位 点 . 见 图 5.1. 
a 孝 Xi 3 是 正 态 总 体 X ~ nlp0 ) 的 一 个 样本 ,， 则 
加 RB) en i hy 
> (一 4) = 过 -一 ~ x (n), 
图 5 1 Sh o oO 
NE 1)s? 
全 2 一 于 一 RCR 
3 分布 
设 和 一 NC0,1) 交 一 人 (0D 且 X,Y 相互 独立 ; 则 
i ny 
MY/n 
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站 本 


2 全 
S/Vn : 
| 设 Xi a I ;YY 本 条 a 分 别 是 正 态 总 体 NO 0°) ,NO 0 的 样本 ,里 它们 相 ; 
互 独立 , 则 


"re 和 :和 
(i CI 0 Pe DS DS 


s, Le 121 卡 15 一 2 
nl 722 
5 分 布 其 分 布 密度 的 图 形 见 图 5. 2. AD) 
对 给 定 的 aa;0 一 aa 一 1, 称 满足 条 件 
十 ee 
P{z > 1,(n)} | h(i)dt = a 和 
k(n) 
: 0 
的 点 友 (72) 为 1(n) 的 上 wa 分 位 点 , 见 图 5.2. 1 
2 图 5.2 
设 避 一 Yan) V 一 入 (到 ), 并 且 U,V 相互 独立 , 则 
下 一 六 服从 自由 朗 为 Cu ,m5) 的 下 分 布 , 记 为 下 一 (msns)， 
让 2 
对 给 定 的 as0 二 a 二 1, 称 满足 条 件 
十 cx 
PU SR S| Re 
Fo Cm og) 


.Flnsns) 的 上 a 分 位 点 , 见 图 5.3 
: (3) 解 题 程序 : 
;  @ 将 给 定 的 随机 变量 根据 其 特点 化 为 以 上 四 种 统计 量 (或 抽 0 on 
es 图 5.3 : 


【 例 5.17 这 六 名 天 Nso) ,假如 要 以 0.9606 的 概率 保证 偏差 | X 一 jy | 过 0.1， 试 求 
当 o 二 0.25 时 ,样本 容量 应 取 多 大 ? 
【 解 】 P{| XX 一 py | 过 0.1) 二 0.9606, 即 


总 一 六 Gl 0. 1Vn 
P{| X— <0 =P| Re |= 到 一 1 三 0.9606， 
了 5 7 0957 了 VO 25 ] 
0. 1Vn Vn 
> @ = 0.9803=> 2.06=> 106. 
人 5 


【 例 5.2】 设 总 体 X 服 从 正 态 分 布 N(72,100) ,为 使 样本 均值 大 于 70 的 概率 不 小 于 90%， 
则 样本 容量 ”至 少 应 取 多 少 ? 
【 解 】 设 所 需 样 本 容量 为 n , 则 


a Be X=72 -一 2vV 克 | 
PS 2} 三 区 尝 | P < 
of/Vn 10/Vn {了 2 Yon 
=1— 6&( 9 1— [1 G2) |= Ce) > 0.9, 
9 
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春 标准 正 态 分 布 表 , 得 必 ON 
【 例 5.3】 设 在 总 体 NC(y,o) 中 抽取 一 个 容量 为 16 的 样本 , 这 里 wo 为 未 知 ， 
求 P( 入 之 1.664]. 


2 < 过 2 
【 解 】 P( 庆 运 1.664)= [所 Ry D x1.664] 


o 


a P(e 15 x 1.664|= P| 
oO 
=1— P|2— >2. 96|， 
oO 
村: 2 
因为 包 一 和 一 太一 1)3 查 表 知 闪避 (15) 一 24. 996. 
故 取 a 一 0. 05, 于 是 P( 寺 < 1664) 一 1 二 0 05 一 0. 95. 
10 
【 例 5-4】” 设 Xi ,Xs,… ,Xi 为 NC0,0.3”) 的 一 个 样本 , 求 P( >)X? > 了.44) 
i=] 
10 Er 10 2 10 2 
[ 解 】 因为 > 全 和 = 了) 《因为 产 = 0 一 03?) 
i 二 1 
服从 自由 度 为 10 的 X 分 布 
oy XK? LT 
所 以 P(x >1. 杷 |= Pe dy > os)= P00 16) =0.1. 


【 例 5.5] 设 总 体 X 一 /Cz) 一 其 全 ”多 Xe Xm 为 取 自 六 的 一 个 样本 ， 


试 求 :(1)X 的 数学 期 望 与 方差 ;(2)S? 的 数学 期 望 ; (3)P{| XX | 二 0.02). 


【 解 】 | wl dy ="0s 


Si 


1 
2 = DX) = EE) — ee F(X) | 闻 1z 册 对 计 访 


过 1 总 1 
(WX +5 E(X) =E( D2 Nr) ER) XI=0, 


i=1 =] “=l 


BR 0) 
n 2n 100 
ECS) 一 三 全 半生 E(B BF sD 
i=] * 

一 ] . 1 = 1 站 

7 一 1] 2n 4900 
(PIRI 00 =1= (| | 02) -| 亩 六 ss OO 
a | /DR 


宇 = [zz/ 赴 <0.02]= 2 一 26(0.2) = 0. 8414. 


【 例 5.6】 从 一 正 态 总 体 X 中 抽取 容量 为 10 的 样本 ,假设 有 2% 的 样本 均值 与 总 体 均值 之 
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差 的 绝对 值 在 4 以 上 , 求 总 体 的 标准 差 . 
【 解 】 设 总 体 X 一 N(pw ) ,样本 均值 为 和 , 则 


Xp Ni0,1). 
o/ Vn 


， rd | Xl, A 
于 是 P{|l Xp|>>4 Re i 过 者 2 


-ee 


让 a 0. 99, 查 标准 正 态 分 布 表 , 得 


o 


4 /= 加 元 区 计 攻 wd5 
oO 


题 型 I ” 求 抽样 分 布 


:”【 解 题 提示 】 将 欲求 的 随机 变量 化 为 已 知 分 布 密度 的 四 种 抽样 分 布 :区 分 布 ,x 分 布 ,i 
分布,E 分 布 或 直接 求 出 随机 变量 的 分 布 密度 . | 


【 例 5.7】 设 随机 变量 工 服 从 2z2) 分 布 , 求 TT 的 分 布 . 
【 解 】 由 :zz) 分 布 的 定义 有 


T= 一 之 -其 中 站 二 (0, 了 3 于 wi tn) 于 是 


而 
玫 二 部 = 等 估 ,由 抽样 分 布下 的 定义 可 知 ， T* 服从 FC1 
一 到 2 A ， 11) 分 布 . 


【 例 5.8】 设 总 体 X 在 区 间 La,5] 上 均匀 分 布 , 求 :(1) 来自 六 的 简单 随机 样本 (Xi ，X2 ,… 
XX 的 密度 f(z1 yi I) (2)Y 二 max{1 Xe 的 密度 友人 2 三 
min{ Xi J i ss 的 密度 zl) 


L 
FE ME (asb) 
【 解 】 CD x WIE = 9 
0， 其 他 
由 于 X; ;XX ,…,X, 独立 上 且 与 X 同 分 布 ,所 以 有 


1 
< ee 
fe = He = ER 和 


Os 其 他 
(2) 由 题 设 X 在 [ay*b] 上 服从 均匀 分 布 ,其 分 布 函数 为 
0， es 
六 Cwyes 4 rE [a6], 


吹 一 六 
1, > 
由 Y= 二 max{Xi ,Xs ,XX ) 及 ZZ 二 min{Xi, 义 ;,… ,XX,) 分 布 函数 的 定义 
FyCey = | Pz 
Eztz 读 山 主 人 RCE 
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n(a 


于 是 有 广 (X) nF (zf(z) 一 -re [Eases 
ee Ts 2 二 2 一 Ej[eza]. 
【 例 3 9】 假设 (Xi ,XX ，,"…, 义 ，) 是 来 自 总 体 X 一 N(C0 ,2°) 的 简单 随机 样本 ; 求 系数 a,6b,c， 
使 
QS=a 十 义 ,) ?十 b(X; 十 六 十 Xi) 十 c(CX 十 X 十 Xe 十 和 X): 
服从 交 分 布 ,并 求 其 自由 度 . 
【 解 】 由 于 XX ,Xs,…,X。 相互 独立 上 且 取 自 总 体 X ~ NC0,2 ) ,由 正 态 分 布 的 线性 运算 性 质 有 
全 十 区 > ~ N(0,8), As 十 莹 十 式 s ~ N(0,12), Xe 才 及 7 十 Xs 十 萄 ~ N(0,16). 


于 是 ;由 x 二 Xf 十 … 十 六 有 


(和 = ee ee | (Xot Xi + Xs tH Xs) 服从 x 
16 
分 布 . 
故 a 一 士 ,b 一 测 ,c = 二, 自由 度 为 8 
8 12 Ve 


【 例 5.10】 设 Xi,X,,…,X, 是 来 自 总 体 X ~ Nl,o?) 的 一 个 样本 ,样本 均值 和 方差 分 别 
为 入 和 5S:,X, 是 对 义 的 又 一 独立 观测 值 , 试 证 统计 量 
并 了 E 


es 
服从 + 分 布 ,自由 度 为 n 一 1 
【 证 】 显然 六 ~ Np, 号 ) ,Xo 一 NG)， 于 是 


2 ;ey 
= — Xu 区 0 Ls 
又 DD 


由 于 各 和 S: 均 来 自 正 态 总 体 , 故 相 互 独立 . 又 由 XX/ ,…,X, ,XX 独立 ,可 知 
从 而 六 二 区 与 3 省 汪 


-Ze + 
故 /二 i -7 可见 了 服从 / 分布, 自由 度 


为 nn 一 1. 
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题 型 下。 统计 量 的 点 估计 < 天生， 


Be 【 解 题 提 示 】 (1) 短 佑 计 法 (用 样本 适 作 为 总 体 矩 估计 的 一 种 方法 ) 
解 题 程 序 :D 求 出 总 体 的 数学 期 望 马 (X) 和 方差 DOX); 


OSEX)=X= TI XD -SY X—X)’, 
二 二 了 1 


解 出 欲 估 计量 的 表达 式 即 得 . 
(2) 最 大 似 然 估计 

解 题 程序 ， 
设 癌 体 多 的 分 布 密度 为 记 (X.10 ,0 ，… oO.) ,其 中 BC 一 Tv 人 为 外 个 来 如 数 参 教 ,， 
ra 为 料 本 Xi XXX 的 观测 值 ; 则 样本 Xi5X。,…,X, 的 联合 密度 为 


LC0) = te soy sn SO ;0 Wi Qe) = [| zz ;0 a 0 
i=1 


为 样本 的 似 然 画 教 ,其 中 日 一 (01,0,，… 0k) 


@ 写 出 样本 的 似 然 函数 L(9) = [[ P(x;10); 


i=1 
四 取 对 数 InL(g) = 》)lnp(zxi;0); 
j=l 


回 解 方程 组 2 人 本 


A A 人 A A 
求 出 L 上 (90) 的 最 大 值 点 0 二 (01,0,，,i…,04)s0 即 为 9 的 最 大 似 然 估计 量 ， 


【 例 5.11】 设 总 体 XX 在 [a,5] 上 服从 均匀 分 布 ,a,6b 未 知 . XXX 是 一 个 样本 , 试 求 
a,b 的 矩 估计 量 . 


【 解 】 jn 一 E(X) 一 “了 ， 


EE 2 2 
us = ECR:Y = D(X) 十 [有 (XI 三 好 pe 十 色 二 多 


lS 全 二 的 
人 A 人 A 


性 站 2Ai 


np i A 
Tp 二 一 


三 + VIE -A 二 司 二 
1 a 
dR 0 二 9<++%， 
【 例 5.12】 设 X 具 有 分 布 密度 f(zx,0) = z! 
0， 其 他 
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Xi ,Xs 9 ps 3 十 到 的 一 个 样本 , 求 0 的 最 大 似 然 估计 量 . 


< ; 
【 解 】 似 然 函数 L(0) = ]T 全 =e”[T 儿 ， 
i=1 he t=] 人 


lnL(0) =—m + Dxilng— Dy lnCz;!), 
二 ti 一 1 


d eq 
6 0)) n 十 Go 


对。 二 dnL(0)) 一 0; 即 一 n 十 了 w=0 :> 0=1 Ma, 
dd 0 和 二 


故 0 的 最 大 似 然 估 计量 为 9 二 匀 = DX, 


【 例 5.13】〗 设 随 机 变量 X 的 密度 函数 为 f(2) = Ee, et 


Xi;sX2s"… srs 是 X 的 n 次 观察 值 , 试 求 o 的 最 大 似 然 估 计 . 
Ba 
【 解 】 似 然 函数 为 ”L(xivzs, sz;0) = Le， 
(20) 


nD) == alnt ay — DY | wh, 
oO 


i=1 


g a A 和 
分 3 二 二- Cs 一 一 二 sh 
今 天 (no)?) > 二 2 [ea = We 2 es E 


6 工 
一 (0 一 js 0 < 3 
【 例 5. 14】 设 总 体 义 的 分 布 密度 为 f(x) = 3 了 
0， 其 他 . 


Xi ,Xs，…,X, 是 取 自 总 体 X 的 简单 随机 样本 . 求 :;(1)6 的 矩 估计 量 0;(2) 求 6 


A 
的 方差 DC(9). 
te ' 
【 解 (1) EC(X) =| Tf WY dx = k0 一 元 )dR == 全 ， 
“是 


A by = 
令 -X= Xx > F227 
i=1 


A 一 R= La nn 
(2) DO) = DC2X) = 4D(X) = 4D( 二 >) Xi) = DC DIX,) 
7 Et 一 1 


1 一 1 


国 为 样本 互相 独立 。 /4 a 
a nD(X) = no 


且 同 分 布 
因为 D(X) = ECX:) — [ECX)T 
ge Ds 0 6 中 
=| zaoDdz 一 人 一 | 暑 (0-zDr 一 全 
SEE 
109 0 
A 2 
所 鸯 祷 E00 二 全 
nn 20 5n 


SI 
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| 题 型 了 正 态 总 体 均值 与 方差 的 区 间 估计 | 


【 解 题 提 示 】 (1) 单个 总 体 N(y,o ) 的 情况 . 
， 设 入 ,Xs，…,X, 为 总 体 久 一 NGzo2) 的 一 个 样本 ,和 ,S 分 别 是 样本 均值 和 样本 方差 ， 
和 1 一 a(0 之 a 之 1 为 置信 度 . : 
1” 久 的 置信 区 间 : 


(1) 汝 0 已 知 时 , 取 统 计量 U 二 之 一 2 ~ N(0,1) 
o/ Vn 


由 图 5.4 可 知 P | | = my 


4 的 | 过 pL 的 置信 和 度 为 1 一 “的 置信 区 间 ( 斑 十- 全 24 5 


入 
区 (i) Be 未 知 时 , 取 统计 量 U 一 2 iin 一 1 


过 三 
由 图 5.5 可 知 P| < De yk 


3 : yy, 点 
> 的 置信 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 (十 + 
2” 方差 0 的 置信 区 间 : 
实际 中 常用 的 是 六 未 知 时 co 的 区 间 估 计 . 为 此 取 统 计量 U = 


se 2 4 

,从 用 5.6 可 知 ,的 时 信和 度 为 1a 的 村 信 区 间 和 

Co | -ts | gD 

pa (Cn = 1) “xis (no— 1) ; 
图 5.5 


(2) 两 个 总 体 NO 只) ， NG ,02) 的 情况 . 
: XK NC of) Yt NC Ke 本 
别 为 第 一 、 二 总 体 的 样本 均值 和 样本 方差 ,1 一 al0 二 a 二 1) 为 置信 度 . 
Is 两 不 总 作风 入 下 Un 一 je) 效 委 相关 后 


(ji ) 当 辐 ,过 均 已 知 时 ， X~N(p,2 二 N (pose ,出 $ g 
3 让 
Xx—Y~N(p 一 各 ,和 性 十 冯 ), O RG) 
nl nl2 和 . 
AR 图 5.6 
0 
5 
722 
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A (人 入 )》 当 5G 均 来 知 时 ;车 加 ,nm 很 大 (一 般 巩 205 的 辣 直 时 
HD) cb, 
2 2 
加 


712> 


2 
置信 区 间 为 ( Ea 让 2 十 于 交 委 宇 男 


UO = 0 ge 本 ga 


RR 


有 


S| 
nl 712 
置信 区 间 为 (X 了 | 二 + 二 ， 
1 2 
二 去 i 
K+ism Fm — 2) 二 十 一 中 
221 722 
a Gp 1)S? 十 (nz 一 1)S; Wy pn 
其 中 So we 7 72 wt Ss Ss 


2 两 正 态 总 体 方差 比 (于 ) 的 区 间 信 计 。 
2 


证 均 未 知 时 ,号 的 置信 度 为 1 一 w 的 置信 区 间 为 
2 


S1/Ss SI/Sz ] 
| ma 代 ) 局 
牢记 :P{| DZ23) 一 1 一 c 三 一 0.05 之 2 = Te: 
【 例 5.153】 设 六 ,XX;,…,X, 为 取 自 总 体 X ~ N(jw se) 的 简单 随机 样本 ， Pe 
pe 


常数 ,选择 统计 量 U = = of” 的 1 一 a 的 置信 区 间 . 


Sx, 一 汤 洲 


EW C= 到 一 xX (79) ,由 图 5.7 可 知 S$ g 
nm u 
2 Ki 一 AD) 0 jig(n-l) Xig(n—l) 
My 
Xr 2 人 图 5.7 


mets DX po 

去 Xs (n) A 

【 例 5.16】 在 某 校 的 一 个 班 体检 记录 中 ,随意 抄录 25 名 男生 的 身高 数据 , 测 得 平均 身高 为 
170 厘米 ,( 修 正 ) 标准 差 为 12 厘米 , 试 求 该 班 男生 的 平均 身高 y. 和 身高 的 标准 
差 o 的 0.95 置信 区 间 ( 假 设 所 测 身高 近似 服从 正 态 分 布 ). 

【 解 】 由 题 设 ”身高 了 ~ NG(o) ,n= 25,X = 170,S = 12,0 = 0.05. 
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(1) 先 求 六 的 置信 区 间 (c 未 知 ). 
取 U = 兰 二 上 ~ tn 一 1) ,好 人 一 1 = tl24) 二 )2.0 人 4 
S/n 
故 ”jy 的 0.95 的 置信 区 间 为 


(170— 12 0 06704 -2 Xo O70 = 4.94, 170 4 9 有 
项 VV 机 


| 


(165.06,174. 94). 
(2) o 的 置信 区 间 (jy 未知). 
取 ss p/h 2( = 4 :二 2 se 
a 72 ),xXs (72 一 1) = Xo.o2(24) = 39. 364， 
pa A Xo.s75 (24) = 12. 401. 


z a 24 X12 i2422 
故 ”of 的 0.95 的 置信 区 间 为 。( 0， 01 


o 的 0.95 的 置信 区 间 为 (V87.80 ,V278. 69 ) A (9. 34,16. 69). 
【 例 $5.17】 在 测量 反应 时 间 中 ,一 心理 学 家 估计 的 标准 差 为 0.05 秒 , 为 了 以 95% 的 置信 
度 使 他 对 平均 反应 时 间 的 估计 误差 不 超过 0; 01 秒 ; 应 取 多 大 的 样本 容量 ”. 
【 解 】 以 表示 反应 时 间 ; 则 jy 二 E(X) 为 平均 反应 时 间 , 由 条 件 知 ,样本 标准 差 S 二 0. 05 
用 样本 均值 X 估计 j. 当 充分 大 时 ,统计 量 
te A A 
S/n 0.05/Vn 
近似 服从 标准 正 态 分 布 N(0,1) ,根据 条 件 ,要求 样 本 容量 n 满足 


P{| X—yl<0.01} = PIA < 0. 95. 
G, O05Wri ,0 2 QD 


) 2: (87. 80,278..69), 


掀 ( 和 2 六 28(E) 1 = 0195' G0) 二 0.975, 于 是 有 


1.96 > ,Nn 9.8: = 96. 04 
即 应 取样 本 容量 ”为 96 或 97. 
题 型 V_ 估计 量 的 评选 标准 | 

和 的 评 夺 标 准 有 三 条 
了 无 偏 性 -全 E(0) 一 0 其 中 尼 ( 人 为 总 体 X 的 待 信 参 六 0 的 估计 量 0 二 (XX ， 
X,) 的 数学 期 望 
ECO) 一 9 称 为 以 依 作 为 0 的 估计 的 系统 误差 ,无 偏 估计 的 实际 意义 就 是 无 系统 误差 
2 性” 设 负 一 外) 古 关 二 的 光世) 均 为 9 的 无 偏 信 计 : 
量 , 若 DC0) 二 D(9,), 则 称 0 较 9 有 效 ， / 
3” 一 歌 性 设 和 (Xiui1X,) 为 参数 8 的 人 计量 , 若 对 于 任意 上 > 0， 
有 limP(| 0 一 0 一 6 一 工 , 册 称 人 为 8 的 一 致 佑 计量 (起 称 相 合 福 中 
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【 例 5.18】 设 随机 变量 X 服从 二 项 分 布 


【 解 】 


PUR = = Cyt — BT = 0 2 
试 求 万 的 无 偏 估计 量 . 


因为 X ~ Bln,p), 
所 B EONY = 7 DONY 三 大力) 三 入 二 类 ER 一 公认 


一 


六 TLECX) = TLECX) = RR ECR) 


p* = LECXC — X))]+ 2 ss 人 二 FELX(1 — X)]+ np’ 
i 号 0 
? nn— DD : 故 思 到 (7 一 1) ” 


【 例 5. 19】 设 Xi ,X: ,…,X, 是 总 体 X 的 一 个 简单 随机 样本 , 试 证 :S: 一 -上 -> (X 一 


总 )* (其 贡 总 三 ee 是 D(X) 的 无 偏 估计 . 


[EY ECS) =—E[ iD Xx -R= i 
Esl i=1 


ELX /Fy 
i=] 


| 


eK 2 EX 一 岂 OCX 一 总 十 2 EX], 


因为 4 == EC(X), DECKi— 1) =n, DE(X KR- = nEX—)’, 
i=1 i 


EC 一" = D(X) = SDCX) = 


7 区 


故 E(S:) 一 Cw 一 20 十 吧 ] 一 A 


即 


S: 一 


n= 一 X)* 是 DCX) 的 无 偏 估计 . 


a 


【 例 5.20】 设 从 均值 为 ,方差 为 的 总 体 中 ,分 别 抽取 容量 为 n,n 的 两 个 独立 样本 ,XX 


【 解 】 


和 XX, 分 别 为 两 样本 的 均值 , 试 证 :对 于 任意 常数 a,bla 十 b= 1),Y = aXi 十 6b 
Xs 也 是 y4 的 无 偏 估 计 , 并 确定 常数 4a,5, 使 D(Y) 达到 最 小 . 


困 为 EXi) = CE 
所 以 E(Y) = E(aXi+bXs) = aE(Xi) +E(X) = (at Dy 


故 


Fr 的 一 一 2 
DCY) = Dla Xi +6b Xs) = a DCX) + DON) = (二 十 元 
[和 + DY)) = 


公 


Sn 


一人 (因为 a 十 b = 1). 
Y 三 aX 十 6 也 是 的 无 偏 估计 . 


pb ) 因为 atb=1 
0 二 一 


a 722 


人 人 
"da 这 nz )s 
了 和 a 

于 CDCY7) bs 去 pe b SE 
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因为 -CD(Y)) > 0， 所 以 当 a = 一 上 ,一 二 二 于 一 时,D(Y) 达到 最 小 秆 . 
12 二 22 i 


| 题 型 ”一 个 正 态 总 体 均值 的 假设 检验 


【和 解 题 提 示 】 设 总 休 义 一 NC ),X1,Xs，…,XX， 是 义 的 一 个 简单 随机 样本 
(1) 已 知 三 大, 检验 假设 及,:y 二 jw 的 检验 步骤 : 
GD 提出 待 栓 假 设 本 :pz 二 jw , 备 择 假 设 Hi :py 关 pu; 


A 
o/ Vn CH 成 立时 》 


， 。 @ 在 给 定 的 显著 性 水 平 a (0 过 a 二 1) 下 , 查 标准 正 态 分 布 表 , 找 出 使 P{|U |> 元) 二 a 成 立 的 
临界 值 Zs ,从 而 得 出 F 的 拒绝 域 ( 一 co, 一 Zs) U (Zs ,十 co 
因由 样本 观测 值 zi ,zs,…,z 计算 统计 量 [的 观测 值 , 若 其 落 入 拒绝 域 , 则 拒绝 接受 印 ,否则 接受 
:yh : 
(2) 未 知 os ,检验 假设 互 , ;y 二 yw ,检验 步骤 : 

a. 提出 待 检 假 设 Hi:h 二 jio, 备 择 假 设 Hi:p 尖 po; 


3 (CH 成 主 时 ) 
加 选取 统计 量 避 一 人 名 te 
S/n 


: 图 在 给 定 的 显著 性 水 平 w& (0 二 a 过 1) 下 , 查 1 分 布 表 , 拒 出 临界 值 1s ,使 P{|U | 之 ts (n 
二 1)) 二 a 成 立 ,类 而 得 虫 月。 的 拒绝 域 (一 5% ,一 二 (x 一 1)) 过 (二 GO 1 ,十 co); : 
”由 样本 观测 值 x1,x4,…,z 计算 统计 量 Un 的 观测 值 ,车 其 落 入 拒绝 城 ; 则 拒绝 接受 
互 ,, 知 则 接受 HH. : 
(3) 未知, 检验 假设 采 , :过 jo, 检验 步 又 : 

@ 提出 待 答 假设 HH,:p 芝 puo (ji 已 知 ), 备 择 假设 Hi:p > pos 


_ ，， ( 当 有 记 胡 羡 》 
@ 选取 统计 量 U 二 人 A 


: 图 在 给 定 的 显著 性 水 平 下 . 查 上 分 布 表 , 找 出 临界 值 志 (7 一 卫 ， 使 PU > n—D} = 
is 得 出 HH 的 拒绝 域 (1,(n 一 1), 十 2); : 
: ”_/@ 由 样本 观测 值 计算 U, 若 Us, > 46(n 一 1), 则 拒绝 接受 Hy; 否则 接受 Hi. 


【 例 5.22】 在 某 年 级 学 生 中 抽 测 9 名 跳远 成 绩 , 得 样本 均值 X = 4. 38m. 假设 跑 远 成 绩 X 
服从 正 态 分 布 , 且 o = 0.3, 间 是 否 可 认为 该 年 级 学 生 跳远 平均 成 绩 汶 /, = 
4. 40m ' (a = 0. 10). 

【 解 〗 OH:pw=4.40 Hisy #4.40 

a 4.40 CH 记 立 条 件 下 ) 

和 WO LS 

@ 查 标准 正 态 分布 表 , 得 出 临界 值 2 = Zou 三 1.64, 拒 绝 域 (一 c ,一 1.64) U 

《1845 ED) 


图 算得 U 一 [全 3 二 0 一 0.2, 显 然 0.2 不 在 拒绝 域内 ,因此 :Fr 被 接受 , 即 


四 选 统 计量 .也 三 
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可 认为 该 年 级 学 生 跳 远 平均 成 绩 为 4. 40m. 
【 例 5.23】 设 某 次 考试 的 考生 成 绩 服 从 正 态 分 布 , 从 中 随机 地 抽取 36 位 考生 的 成 绩 ,算得 
平均 成 绩 为 66.5 分 ;标准 差 为 15 分 , 问 在 显著 水 平 0.05 下 ,是 否 可 认为 这 次 考 
试 全 体 考 生 的 平均 成 绩 为 70 分 ?并 给 出 检验 过 程 . 
附 上 分 布 表 P{t(m) 三 (1);}= 二 pp 


08975 


2. 0301 
220281 


【 解 】 Q@ 待 检 假设 日， 二 70; 备 择 假 设 HH， 起 2 70 


四 在 Hi 成 立 条 件 下 选择 统计 量 U= 生 治 a Gm 


图 在 显著 性 水 平 0.05 下 , 查 1 分布 表 , 找 出 临界 值 
Bsn 1) = 3) = .2020 


拒绝 域 为 (一 ce ,一 2.0301) (2.03013 十 ss) ; 
加 守 算 记 = BoB 1.4 € (— 2.0301,2.0301), 


15/ V36 
故 接受 态 , ,因此 可 认为 这 次 考试 全 体 考 生 的 平均 成 绩 为 70 分 . 


| 题 型 页 ”一 个 正 态 总 体 方差 D(X) = 的 假设 检验 | 


【 解 题 提 示 】 设 总 体 义 一 NO) ,Xi,Xi,"sX, 是 尽 的 一 -个 简单 随机 样本 . 
(ul 未 知 /检验 假设 Ho :0 -二 三 村 4 的 检验 步骤 : 
@@ 提出 待 检 假 设 及 :o” 二 3, 备 择 假设 Hii;o 关 四 ; 


. (《 当 及 , 上 成立) 
l i 2 
Os 
oo 


加 由 给 定 的 显著 性 水 平 a, 查 Xx? 分布 表 , 找 出 临界 值 祝 (n 二], 尖 i s(n 一 1), 得 出 拒绝 域 
【和 U SEE 1 + 05); : 
D3 Gk Ry 

四 计算 UU 的 观测 值 U = 二 


(2) 未 知 上 :检验 假设 H, :0 三 00, 检验 步骤 : 
中 提出 待 检 假 设 Ho :oe 过 区 , 备 择 假 设 H' :0 > 加 


. 若 Ui 落 入 拒绝 域 , 则 拒绝 接受 本 ,否则 接受 瓦 ， 


(Hi 语 立 对 ) 
回 选取 统计 量 U 一 中 一; 
图 由 给 定 的 显著 性 水 平 a, 查 刀 分 布 表 , 找 出 临界 值 只 (mn 一 1) ,拒绝 域 (y(n 一 1), 十 00); 
本 (Xi 一双 ) 
©@ ld Ut, = 一 一 ;项 之 Ke 2(n 一 1), 则 碟 绝 百 , ,否则 接受 H,. 


和 例 5. 24] 某 厂 生 产 的 电子 仪表 的 寿命 服从 正 态 分 布 ， 其 标准 差 为 一 ] 1.6， 改进 新 工艺 
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后 ,从 新 的 产品 中 抽出 9 件 , 测 得 平均 寿命 X= 二 52. 8,S: 二 1.19, 问 用 新 工艺 
后 仪表 的 寿命 的 方差 是 否 发 生 了 变化 ( 取 显 著 性 水 平 a = 0.05). 
【 解 】 @ 待 检 假 设 Hea = 1. 62 , 备 择 假设 Ho 之 .6 
《下 0 成 立时 ) 
(nO— 1)S’ 


0 


@ 选取 统计 量 U = 


@ 查 x? 分 布 表 , 找 出 临界 值 x (nn 一 1) = x3.0s (8) 二 17. 535, x. (8) 一 2. 180. 
拒绝 域 为 (0,2. 180) U (17; 535, 十 00); 


@ 计算 U = 到 二 了 关 1.19 3.73, 接 受 互 ,, 即 改进 工艺 后 仪表 寿命 的 方差 没有 


1.6 
显著 变化 . 
【 例 5.25】 电工 器 材 厂 生产 一 批 保险 丝 , 抽 取 10 根 试验 其 熔断 时 间 ,结果 为 42,65,75， 
78,71,59,57,68,54,55. 问 是 和 否 可 认为 整 批 保险 丝 的 熔断 时 间 的 方差 不 大 于 
80?( 熔 断 时 间 服 从 正 态 分 布 ,显著 性 水 平 a = 0.05. ) 
【 解 】 Q@ 待 检 假 设 瓦 ,:c 二 80, 备 择 假设 Hi :c 二 80; 


(在 Ho 成 立 下 ) 


a 2 
@ 选取 统计 量 U 一 一 一 LL) py 


0 


@ 由 a 二 0.05,n 一 1 二 9, 查 x 分布 表 ， 
XE 1 = XBi0s (9) =.16. 919; 


一 pe 


@X= 市 (42 汪 65 十 75 十 78 十 71 十 59 十 57 十 68 十 54 十 55) 二 62. 4， 


S = 二 2 Xi KX) = 121.8, 
9 X 


二 = To 7 Oo od 
故 ”接受 假设 瓦 , , 即 在 < 一 0.05 下 ,可 认为 整 批 保险 丝 的 熔断 时 间 的 方差 不 大 


于 ”80: 


题 型 而 ”两 个 正 态 总 体 均值 的 检验 


【 解 题 提 示 】 设 有 两 个 相互 独立 的 正 态 总 体 :X 一 N (jn 1 ~ N(p2 302); XI ,0 
XxX, 和 YY ,Y2，…,Y。 分 别 来 自 总 体 X 和 总 体 了 的 简单 随机 样本 , 记 


入 = = = 
1=] 
YY -iD 


(ne Sr (= DSy 
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(1) 两 个 正 态 总 体 均 值 的 检验 . 
两 个 正 态 总 体 均 值 jt 和 jz 的 检验 可 归纳 为 下 表 : 


\ 这 过 待 检 假设 采 , 的 否定 上 . 
; 情形 
待 检 假设 本 H, | 备至 假设 H of ,0 书 知 91 三 02 二 0 未 知 : 
过 二 到 : 
:NE ee | 局 | 三 Tl 
: 1 pe = Ai 天 po | 1 02 Sw te . 
: ts (nt n—2) 


eR > 
2 i Li > pe | 1 | {tt 宇 t& (mn 2))} 
A 


有 ee 
Hi 之 As Ai = ja of 全 和 赤 一 员 ( 克 本 到 一 2)} 


(2) 两 个 正 态 总 体 方差 的 检验 . 
两 个 正 态 总 体 的 方差 of 和 a; 的 检验 可 归纳 为 下 表 : 


假 设 
备料 假设 Hi | 
oF | (FEF lm DU {PFs l,m : 


o>ot CT 


{F A Fran — J 


待 检 很 设 及 , 的 否定 域 


(3) 成 对 数据 均值 的 检验 
设 有 两 个 总 体 久 和 YY, 久 和 YY 不 独立 ,(X1 ,71),(Xo,Y，),…,(X, 2) 为 来 自 (X,Y) 的 样本 ， 


汤 a 1 1 Z 
‘3 Ys 三 小 2， < = i 3 
记 也 Gi 2 2 时 一 一 六 (2 一 为? 


nn A SV 
: 假 设 
待 检 假 设 瓦 ,| 备 择 假 设 日， 
请 | 届 
1 ,|=0|n—pm {| | (nD)} 
2 pe On 效 1 
3 yt 0 = < 0 (Yn)} 
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【 例 5. 26〗 某 校 从 经 常 参加 体育 锻炼 的 男生 中 随机 地 选 出 50 和 名, 测 得 平均 身高 174. 34 厘 
米 ; 从 不 经 常 参 加 体育 锻炼 的 男生 中 随机 地 选 50 名 , 测 得 平均 身高 172.42 厘 
米 . 统计 资料 表明 两 种 男生 的 身高 都 服从 正 态 分 布 ,其 标准 差分 别 为 5.35 厘 
米 和 6. 11 厘米 , 问 该 校 经 常 参加 锻炼 的 男生 是 否 比 不 常 参加 体育 锻炼 的 男生 
平均 身高 要 高 些 ?(a 二 0.05. ) 
【 解 】 X,Y 分别 表 示 常 锻炼 和 不 常 锻炼 男生 的 身高 ,由 题 设 六 ~ Na ,5.35 ),Y ~ N(ye ,6. 11 ). 
@ 待 检 假 设 Ho :pu 三 jxs, 备 择 假 设 Hi :py > pw; 


二 -在押 起 立 下 ) 
民生 


回 选 取 统 计量 U 三 一 一 二 一 | N(0,1)》; 
ER 

(@Y) 对 于 a 一 0. 05 , 查 正 态 分 布 表 ,2 oi 08 二 1. 64; 

OM 


RE 
50 50 
故 否定 假设 玉 , , 即 表明 经 常 体育 锻炼 的 男生 平均 身高 比 不 经 常 体育 锻炼 的 男 
生平 均 身高 高 些 . 


【 例 5.27】 某 化 工厂 为 了 提高 某 种 化 学 药品 的 得 率 , 提 出 两 种 方案 ,为 了 研究 哪 一 种 方案 
好 ,分 别 用 两 种 工艺 各 进行 了 10 次 试验 ,数据 如 下 : 


方案 甲 得 率 (%)| 68.1 62.4 63.3° 64:7 | 68a4: 66:20 -65.5 ;66.7 :67:3 :66:2 


方案 蔚 得 案 (%J69% 71.0 ‘69.1 7020 69,:1 69 6703 70.2 72 1 C7 


假设 得 率 服从 正 态 分 布 , 问 方案 乙 是 否 能 比方 案 甲 显著 提高 得 率 ( 取 :a 二 0.01)3 
【 解 】 甲 方案 和 乙方 案 的 取得 率 分 别 服从 正 态 分 布 NGa ci) 和 N(j ,到 ). 
@ 待 检 假设 H, :0 = 到 , 备 择 假设 HB: :01 2 


Sa (CH; 城 站 下 ) 
@ 选取 统计 量 下 = 于 .Fln—1,m—1)= FF(9.,9); 
@ 对 于 a = 二 0.01, 查 下 分 布 表 sFo ws(959) = 6; 54,Fos 却 (9. 90 == ;7 假设 让 的 
拒绝 域 
< ys 54)3 


@ a 
=66.23,Y = 69743, 
S% = 3.3246,S? = 2. 2246, 


Ee 
= Ss = 
因为 一 1; 49 过 6.54, 所 以 接受 假设 Hu:of 二 


【 例 5.28】〗 9 名 学 生 到 英语 培训 班 学 习 , 培 训 前 后 各 进行 了 一 次 水 平 测 验 ,成 绩 为 : 
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学 生 编 号 ; ] 多 3 4 5 6 7 | 
人 学 前 成 绩 X,| 76 | 70 57 49 69 65 26 59 
人 学 后 成 绩 Y;| 81 85 70 52 52 63 83 39 62 
Zi = X;—Y 5 1 5 一 了 6 一 18 一 7 一 3 
假设 测验 成 绩 服 从 正 态 分 布 , 问 在 显著 性 水 平 二 0.05 下 ,判断 学 生 的 培训 效 
果 是 否 显著 ? 
【 解 】 设 X,Y 分 别 表示 培训 班 前 后 学 生 的 英语 测验 成 绩 , 显然 X, 与 YG 三 1,2,…,7) 不 


独立 . 
今 Z=X—Y, 则 Z ~ N(y,0). 
@ 待 检 假 设 H,:E(X) 宇 E(Y) 或 j= E(X) 一 E(Y) 宇 0， 


备 择 假设 Hi:y = 二 E(X) 一 E(Y) 二 0; 
一 《而 成 立 条 件 ) 


@ 选取 统计 量 上 二 于 
@ 求 拒 绝 域 .这 里 x = 9,9 一 1 = 8,a = 0.05， 
查分 布 表 ,t,(n 一 1) = to.0s(8) 二 1.860, 于 是 HH 的 否定 域 为 (一 0, 一 1. 860); 


四 竹 出 Z = 一 水 3399 = 二 7.937; 则 z 二 一 和 2 = 二 333 二 二 和 58， 


~ t=— 1 


t 一 一 1.638 之 一 1.860, 所 以 可 认为 培训 效果 不 显著 . 
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